MC SYLLABUS
9.2

COLLOQUIUM ELLIPTISCHE
DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

CONSTRUCTIEVE OPLOSSINGSMETHODEN

DEEL 2

DOOR

W.F. VAN DEN BRINK
TMTCOOLEN
B.DIJKHUIS

PP N.DE GROEN

P J.VANDER HOUWEN
E.M.DE JAGER
N.M.TEMME

R.J.DE VOGELAERE

MATHEMATISCH CENTRUM AMSTERDAM
1970






VOORWOORD

Het colloquium over elliptische differentiaalvergelijkingen, dat in Jjanuari
1969 onder leiding van prof.dr. E.M. de Jager en prof.dr. H.A. Lauwerier aan-
ving, is in het collegejaar 1969/1970 voortgezet. De voordrachten die in

deze periode zijn gegeven, zijn in dit tweede deel van de syllabus samenge-
bracht.

Terwijl het eerste deel van het colloquium tot onderwerp had de existen-
tie en uniciteit van oplossingen, wordt in het tweede deel voornamelijk in-
gegaan op methoden om oplossingen van randwaardeproblemen werkelijk te vinden.
De behandelde methoden vallen in drie groepen uiteen: numerieke methoden,
singuliere storingsrekening en een Riemann-integraal-methode.

In hoofdstuk 6 worden randwaardeproblemen voor elliptsiche differentiaal-
vergelijkingen gediscretiseerd, en enige expliciete iteratieve methoden be-
handeld om de ontstane differentievergelijkingen op te lossen. In hoofdstuk
10 komen enige aspecten van een impliciete iteratieve methode, de "alternating
direction method", ter sprake.

Hoofdstuk 7 is gewijd aan onjuist gestelde ("improperly posed") problemen.
Er worden enkele voorbeelden gegeven van dergelijke problemen die fysisch
zinvol zijn; verder worden methoden gegeven om oplossingen te construeren.

In hoofdstuk 8 wordt de invloed van numerieke fouten bij variatiebereke-
ningen onderzocht. Deze berekeningen zijn van belang voor de bepaling van de
eigenwaarden van elliptische operatoren.

De drie auteurs van hoofdstuk 9 stellen singuliere storingsproblemen voor
elliptische differentiaalvergelijkingen aan de orde. Voor verschillende soor-
ten van randen wordt een constructie van benaderde oplossingen gegeven.

In hoofdstuk 11 tenslotte, wordt de recente theorie van I.N. Vekua uit-
eengezet, die representaties geeft van oplossingen van elliptische differen-
tiaalvergelijkingen met twee onafhankelijke variabelen en analytische coé&f-

ficiénten.

Juli 1970
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6. NUMERIEKE OPLOSSINGSMETHODEN

Tot dusver is de constructie van oplossingen van randwaardeproblemen in
dit colloquium nog niet ter sprake gekomen. In dit hoofdstuk zullen we in-
gaan op numerieke methoden om de oplossing te construeren en wel in het

bijzonder op differentiemethoden.

6.1. Discretisering van het Dirichlet-probleem voor de Laplace-vergelijking.

Als voorbeeld kiezen we het Dirichlet-probleem voor de vergelijking van

Laplace op een begrensd gebied Q:

2U 2U
3—5 + 3—5 =0, (x,y) € @,
oX oy

(6.1)
U= ¢(X,Y), (x,y) € 3Q.

In het algemeen is de oplossing van dit randwaardeprobleem niet op een-
voudige analytische wijze te geven of te benaderen. In de praktijk worden

het meest differentiemethoden gebruikt om U te vinden. Men moet zich er dan

mee tevreden stellen U niet in alle punten maar in een eindig aantal punten
van Q te berekenen. Deze punten worden meestal gekozen op een rechthoekig

rooster zoals aangegeven in figuur 6.1.
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Figuur 6.1



Vergelijking (6.1) moet dan ook getransformeerd worden tot een vergelijking
voor de waarden van U in deze z.g. roosterpunten. Dit noemt men discretise-
ring van het randwaardeprobleem.
We zullen de roosterpunt-waarden van U met u aangeven en over de rooster-
functie u spreken.

Om het discrete analogen van de Laplace-operator compact te kunnen be-
schrijven voeren we een verkorte notatie voor differentieoperatoren in, die

door de volgende voorbeelden geIllustreerd wordt:

au(x+g,y) + bu(x,y) + cu(x-£,y) = [a c:] u

(6.2) a
au(x,y+n) + bu(x,y) + cu(x,y-n) b| u.
C

Hierin stellen £ en n translaties langs de x- en de y-as voor.

Stelling 6.1. In de ruimte van harmonische functies geldt voor £ - 0 en

o™! = 0(1)
(6.3) A=D -l €2 o 2(p2-12L_£%41) 2
' B SRR MR
6
1 4, 2 2 2, 3o
+ 355 & (p°-1) (p +1-30L,£%) a—g
X
8
1 6 -6, 6 2 4, 4 _2 £}
*So1g & P (e +1-28L,870 (20 -50"+2)) ;;‘g
+ o(g8)]
Hierin is
Ly Ly L
(6.4) D= L2 Lh o ,
L L3 L1
(6.5) Ly =1 €75 (19%y), 1, = £2(y-07), L = £720y-1), 1y, = - 2vE 7,
p = &/n en y een reéle parameter.



Bewijs Door Du uit te schrijven in termen van u(xtg ,y*n), deze in Taylor-
reeksen t.o.v. het punt (x,y) te ontwikkelen en gebruik te maken van het
feit dat voor harmonische functies geldt 32/3y2 = - 32/3x2 wordt (6.3) ver-
kregen

Deze stelling suggereert om A te vervangen door D want DU gaat over in
AU als § = n > 0, waarbij we aannemen dat ShU/Bxh uniform begrensd is op
Q. We zijn er dan van verzekerd dat het differentie-analogon voor & > O en
n > 0 in de vergelijking van Laplace overgaat, d.w.z. het differentie-

analogon is een consistente benadering. Dit betekent nog niet dat de

roosterfuncties u naar de analytische oplossing U convergeren. Een analyse
van dergelijke discrete benaderingen werd het eerst (1930) gegeven door
Gerschgorin [7] . Een algemenere behandeling vindt men in Forsythe en Wasow
Dﬂ p. 283. In dit hoofdstuk zal hier niet nader op ingegaan worden; we
zullen er van uit gaan dat de differentieoplossingen convergeren.

We merken nog op dat in de buurt van de rand 30 de operator A niet door D
vervangen kan worden omdat de afstand van de op de rand 3¢ gelegen
roosterpunten tot de naburige inwendige roosterpunten niet meer & of n
hoeft te zijn. In figuur 6.1 zijn deze punten met  aangegeven. In deze
niet-reguliere punten moet de operator D aangepast worden. Aangezien dit
zichzelf wijst zal er niet op ingegaan worden (voor het geval Y = 2 kan men
de formules, afkomstig van Shortley en Weller [16] , in Forsythe en Wasow
[b] p. 201 vinden). Op de rand 3Q zelf geldt uiteraard D = 1.

Het discrete analogon van (6.1) zullen we schrijven als

(6.6) Du = f,

waarin £ = ¢ in de randpunten en f = 0 in de niet-randpunten. In het vervolg
zullen we u en f voorstellen door vectoren waarin de componenten gerangschikt
zijn in de volgorde volgens welke men de roosterpunten.in figuur 6.1 zou af-
tellen. In de praktijk worden meestal alleen de operatoren D(Y) gebruikt
welke ontstaan voor y = 1 + 02 en Y = 5(1+02) / 6.

In het eerste geval wordt L1 = 0 zodat er een vijfpuntsformule ontstaat. We

geven deze expliciet voor & = n:



0 1 0
(6.7) p(2) = g2 T
0 1 0

Ter verduidelijking volgt nu de volledig uitgeschreven vergelijking D(2) u

voor het discrete Dirichlet-probleem dat correspondeert met figuur 6.2.

4 u, = a
fig. 6.2 Rooster met 1 inwendig
u, =b w, = c roosterpunt voor het ge-
val y = 2.
> X
u5 =d

Als a, b, ¢, 4 de gegeven randwaarden zijn dan is

1 0 0 0 0 u, a
0 1 0 0 0 u, b

' =
(6.7') L2 L2 Lh L2 L2 u3 0
0 0 0 1 0 u), c
o] 0 o o0 1 u5 d

We merken op dat (6.T7') ook in de gereduceerde vorm
(6.7") L, ug = - L2(a+b+c+d)

geschreven kan worden.

2
De operator D(5 1%2—) staat bekend als de 9-puntsbenadering van de Laplace
operator. Deze operator geeft een hde orde benadering voor A aangezien de
co&fficient van £2 in (6.3) voor y = 5(1+p2) / 6 nul wordt. Indien p = 1

(g=n) is er zelfs sprake van een 6de orde benadering. D(5/3) wordt gegeven

door
1 i 1
= 12 b -20 4
(6.8) D(5/3) = gt .
1 L 1

Naast de operatoren (6.7) en (6.8) noemen we nog de operator D(1). Voor

p = 1 wordt deze voorgesteld door

b



(6.9) p(1) = 32 0o -4 of .

Een expliciet voorbeeld van (6.9) corresponderend met figuur 6.3

y
a a1 b b1
d1 bt *uz fig. 6.3 Rooster met 4 inwendige

c
roosterpunten voor het
a c geval vy = 1.
3 X
e e f f

wordt in gereduceerde vorm gegeven door

Lh 0 0 L1 u, a1+ b1+ d1

(6.9') 0 Lh L1 0 u2 = _ L1 8.14' b1+ C1 .
L1 Lh 0 u3 d+ f+e
1 0 0 Lh u), c+ f+e

Evenals (6.7) is (6.9) een vijfpuntsformule. We zullen spreken van de vijf-
puntsformule (+) en de vijfpuntsformule (x) in geval van (6.7) en (6.9).

6.2. Iteratieve oplossingsmethoden

In deze sectie zullen een aantal methoden beschreven worden om de
matrixvergelijking (6.6) iteratief op te lossen. Dit in tegenstelling tot

directe oplossingsmethoden (zoals b.v. eliminatiemethoden); deze worden

zelden gebruikt om elliptische differentievergelijkingen op te lossen om-
dat het feit dat de te inverteren matrix D hoofdzakelijk uit nullen bestaat
niet voldoende benut wordt. Behandeld zullen worden:

(a) methode van Jacobi;
(b) methode van Gauss-Seidel;
(c) methode van Frankel.

Deze methoden vormen het uitgangspunt voor het merendeel van de tot nu toe

ontwikkelde iteratieve methoden.



Convergentiesnelheid

Om de practische waarde van een iteratieve methode te meten moet men op
de een of andere manier een maat vinden voor de snelheid waarmee het proces
convergeert. Vooruitlopend op de exacte definitie van de verschillende
iteratieve methoden merken we op dat bovengenoemde basisprocessen geschreven

kunnen worden als stationaire lineaire processen, d.w.z. in de vorm

(6.10) uk+1=Huk+Mf,k=0, 152, vee

Hierin stelt u,y de beginapproximatie van het proces voor.

Als (6.10) convergeert, dan is dit naar de vector

(6.11) ' u= (1-H)"" M,

Definieer nu de vectoren v = o - u. Deze voldoen aan het schema
(6.12) Viee1 = Hvk, k=0, 1, 2, ... .

Dus na k iteraties wordt de fout v, gegeven door

(6.13) v, = Hkvo'.

. . . . k
De bruikbaarheid van het iteratieproces hangt af van de grootte van "H ",

immers
k
(6.14) AR
Hierin stelt " ” een of andere norm voor in de ruimte der roosterfuncties.

In 1954 stelde Young [é1] voor de gemiddelde convergentiesnelheid na k

iteraties R(k) te defini8ren door

k
(6.15) R(k) = - ;-'-‘—HH—H

k

.



Stelling 6.2. Voor grote waarden van k wordt de gemiddelde convergentie-
snelheid (6.15) gegeven door

(6.16) R(k) ~ (1= B=h) 1n [ ()]7" - 2202 1({;;-1) nk

waarin v een constante is, o(H) de spectraalradius van H (d.w.z. het
maximum van de absolute waarden van de eigenwaarden van H), en waarin p
de grootste orde van alle diagonale ondermatrices Jr van de Jordan-normaal-

vorm J van H met o(Jr) = o(H) is.

Bewijs Zzie [10] p. 31.

We merken nog op dat voor normale matrices H (d.w.z. HH = H'H) geldt

Pp=v =1, zodat (6.16) gereduceerd wordt tot
(6.17) R(k) =1n [o(8)]™.

Bepalend voor de bruikbaarheid van een stationair lineair iteratieproces is

dus de spectraalradius van de iteratieve matrix. Men moet H zo construeren

dat deze zo klein mogelijk is.

Het modelprobleem

Om een indruk te krijgen van de convergentiesnelheden van de verschillende
iteratieve methoden kiest men meestal de matrixvergelijking Du = f welke
voor £ = n ontstaat uit het Dirichlet-probleem (6.1) waarin o een vierkant
met zijden m is. Dit wordt het modelprobleem genoemd.
In de constructie van iteratieve processen wordt dit probleem gekozen omdat
men hiervoor meestal een gedetailleerde analyse kan geven. Hieruit kan men
dan de eigenschappen van het proces leren kennen.

In het volgende zullen de eigenwaarden van de met het modelprobleem cor-

responderende matrix D een belangrijke rol spelen.

Stelling 6.3 De eigenwaarden Gn m B eigenfuncties e nven het modelprobleem

L] 9
worden gegeven door

(6.18) §. m=2 v+ (y=1)(cos ng + cos mg) + (2-y) cos ng cos m§]§-2 .



(6.19) en,m = sin nj £ sin ml £,

waarin n,m = 1, 2, ... , -1 en (j &, 1¢) de roosterpunten voorstellen.

ud
11
Bewijs Zie D2].

Uit deze stelling kan men voor £ - 0 de volgende grenzen voor dn n afleiden
b}

-~

-4 g‘2+2(2-y)ian <=2, 1<

3
,m %

(6.20)

njw

-2
=8(y=1)g " + 2(3y-4)< Saum

I A

-2 s Yi

Voor niet-modelproblemen kan men géen expliciete uitdrukkingen geven voor de
]
irigenwaarden en eigenfuncties. Wel kunnen grenzen voor de eigenwaarden gegeven

worden. Hiervoor zij verwezen naar [12].

Methode van Jacobi

Het eerste in de literatuur vermelde iteratieproces voor matrixvergelijkingen
van het type (6.6) dateert uit 1845. Dit proces wordt de methode van Jacobi genoe
Om deze methode compact te kunnen weergeven schrijven we D in de vorm

(zie Varga [17] p.56)
(6.21) D=C-E-F,

waarin C = diag {d11, d22, cee s dnn} (n is de orde van de matrix D), en waarin I
en F respectievelijk de onder- en bovendriehoeksmatrices zijn waarvan dé elemente
de negatieve waarden van de corresponderende matrixelementen van D hebben.

Voor matrix (6.4) geldt dus in de reguliere punten volgens notatie (6.2)

0 o O Ly =Ly -L 0 0 0
(6.22) c=10 L, O »E=|-L, 0 0 ,F=1]0 o -L,
0 o0 0 0 0 -L, -Ly -L,

De methode Jacobi wordt nu gedefinieerd door

(6.23) W = ¢ NE + F) w + ¢ lr= (1 - ¢~ 'p) w + c‘1f, k=0,1,2, ...



Jus de matrix H uit (6.10) wordt gegeven door

(6.24) H=C—1(E+F)=(1-C'1D)= 12
Ly,

Het is duidelijk dat als de methode van Jacobi convergeert, deze naar de

>plossing van Du = f convergeert.

Uit (6.5) en (6.20) volgt dan

2 2
Max{1--$—,|1-$+g$1-52|} =1-$—,11Yi—g’-
(6.25) o(H) = 2 2
Max“_é_"1_)41-_1+iy-_1*€2|}=1_§_,Y>§.
Y Y Y Y =2

Jerder is het duidelijk dat de matrix D en dus ook H symmetrisch is zodat
volgens formule (6.1T7)
2

2
(6.26) R(k) = -1n ( 1 - & )&,
Y Y

fieruit volgt dat de vijfpuntsformule (x) tweemaal zo snel convergeert als

je vijfpuntsformule (+). Voorts is de (x) formule tweemaal minder bewerkelijk
(bij dezelfde maaswijdte) als de (+) formule. Dit volgt uit het feit dat in
ret iteratieproces met Y = 1 de vergelijkingen voor u in de punten o niet ge-

toppeld zijn met de vergelijkingen in de punten e (Zie figuur 6.4).

Figuur 6.4. Het modelprobleem

v >

X

Anderzijds mag men, alhoewel beide formules dezelfde orde van nauwkeurigheid
hebben, verwachten dat de (+) formule nauwkeuriger is (bij dezelfde £). Het
zou interessant zijn om te onderzoeken welke formule in de praktijk te prefererer
is.

. Tenslotte merken we op dat de inverse ¢! ven C, welke in (6.21) optreedt,

direct bepaald kan worden omdat C een diagonaalmatrix is.
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Methode van Gauss—Seidel

In 1874 gaf Seidel het volgende iteratieproces aan:

(6.27) W, = (c-)"" F u + (c-E) ¢ = (1 - (c-E)"D)uk + (c-E) s,

Dit proces werd echter al veel eerder (1832) door Gauss gebruikt, maar
deze heeft het niet de moeite waard gevonden om het te publiceren (zie
Bodewig [1], p.128).

Door de matrixvergelijking (6.27) uit te schrijven kan men eenvoudig in-
zien dat de vergelijking in wezen expliciet is, d.w.z. er hoeft geen
matrix geInverteerd te worden.

De iteratieve matrix H wordt gegeven door

)-1

(6.28) H=(c-E)"' F=1- (c£)"'D.

Om de convergentiesnelheid te bepalen moet men volgens stelling 6.2

de spectraalradius van de eigenwaarden van H kennen.

Stelling 6.4. De eigenwaarden W, ven de matrix (6.28) worden voor het
9

modelprobleem gegeven door de vergelijking:

(6.29) R=2V/PQecos n &,

waarin P = L2 + 2L1 v’un’m cos m §.
Q= L2 un,m + 2L1 '/un,m cos m g,
R =

- Lh “n,m - 2L2 “un,m cos m &

n,m = 1,2,.005 7= 1.

Bewijs. Een bewijs vindt men in [12], P.16 (in deze referentie moet men
P=a=u =- 1/L), en X = Lh(u-1) stellen).
In het algemeen leidt (6.29) tot een vergelijking van de vierde graad

/un n In het geval van de beide vijfpuntsformules kunnen we u echter
?



1

expliciet vinden:

(6.30) u;,m = % (cosmg +cosn 5)2,
(6.31) u:,m = cos® m £ cos® n £ .

Hieruit volgt dat voor & - O
el
(6.32)  o(m)=1-2-, y=1.2

Aangezien de matrix H in de methode van Gauss-Seidel niet symmetrisch is

wordt de convergentiesnelheid gegeven door formule (6.16):

(6.33) R(k)~%(1 - &) az-ln“+1({p°1)lnk . Y = 1,2,
Asymptotisch (k > ) geldt dus

2
(6.34) R() ~ 25—

Vergelijken we dit met (6.26) dan zien we dat de vijfpuntsformules van

de Gauss=-Seidelmethode voor grote waarden van k tweemaal zo snel conver-

geren als de overeenkomstige vijfpuntsformules van de methode van Jacobi.

Methode van Frankel

In 1950 beschouwde Frankel Bﬂ het volgende tweede orde proces:
(6.35) W = (aD+B) w + (1-8) w_q - of, k=0,1,....

Hierin zijn a en B nader te bepalen parameters.

Behalve U, is in dit proces ook u,

Door een vector

nodig om de berekening te starten.

(6.36) ?«k - [
Y1

in te voeren kan (6.35) geschreven worden als een stationair lineair

proces, namelijk
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. <B+aD 1 -8\, of
= W, - .
k+1 1 0 k \o

(6.37) W,

De matrix H wordt nu dus gegeven door

' B+aD 1-8
(3.8) H = .
1 0

Stelling 6.5. Wanneer Gn I dn m respectievelijk de eigenwaarden en

o 2
eigenfuncties van D voorstellen dan worden de eigenwaarden Hoom o0 eigen-
. 9

functies e,.m Von H gegeven door
9

2

. - + aé + - =
(6.39) L (B +a n,m) Mom g-1=0,
u
(6.40) e =< n’m) d .
n,m 1 n,m
Bewijs. Volgt door uitwerking van de vergelijking Hen’m = un,m en,m (we

merken op dat D niet noodzakelijk met het modelprobleem hoeft te corres-

ponderen).

De volgende stap is om o en B zo te kiezen dat o(H) = max Iun

m
n,m ’
minimaal is. Hiertoe gebruiken we het volgende lemma.
Lemma 6.1. De wortels van de vergelijking
z2 -8z +P=0, S enP reéel,
liggen binnen of op de cirkel |z| = p wanneer aan de volgende noodzakeli jke
voorwaarden voldaan is
(6.41) P_<_02,pz—Sp+P_>_0,02+Sp+P_>_O.
Bewijs. Elementair.
Passen we dit lemma nu toe op vergelijking (6.39) met S = B + aén p B
9

P = 8 = 1 dan gelden de volgende ongelijkheden voor o en B (6n - wordt

. ]
reéel verondersteld):
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Bip2+1,
S m

(6.42) ). 311_§$‘a+1+p,p<1,
panm
- —— -

B > 1+p a+ 1=p, p < 1.

Figuur 6.5

In figuur 6.5 is het gebied gearceerd waatin de punten (a,B) liggen die
voldoen aan de voorwaarden (6.42). Voor deze o en B8 geldt dus lun ol 2P
2

waarin Mom
9 ]

iedere § m is er zo'n driehoek in het (a,B) vlak. De doorsnede van al
]

deze driehoeken is alleen dan niet leeg wanneer

de met de gekozen Gn m corresponderende eigenwaarde is. Voor

(1+p)2 N (1-p)2 ofwel p > /lsnlmlmai - /lsn,mlmin
- +/|5

$§ bl [ . /T
n,m|max n,m|min |6 | | .
n,m| max n,m{min

In het geval van het modelprobleem vinden we voor de minimale waarde

van p en dus van o(H) (stelling 6.3)

njw

1-V/2g, 1<y
(6.43) o = o(H) ~

min
1

1=—%
Vy=1

s Y 2

njw
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De waarden van o en B waarvoor dit minimum bereikt wordt zijn (zie figuur

6.5)

2 2
o = (1 pmin) ~N (1 pmin)
9
tén,ml min 2
(6.4L) A
_ 2
L B=1+ pmin

Uit (6.40) volgt dat, alhoewel H niet symmetrisch is, zijn eigenfuncties

in het geval van het modelprobleem toch orthogonaal zijn (“n*m Mom = 1, dn .
> b} £}

sin nj¢ sin mlg) zodat H een normale matrix is. Hieruit volgt dat de con-

vergentiesnelheid gegeven wordt door formule (6.17T), dus

/2’ , 11113,
(6.45) R(k)~

1 3

=T » Yo

In tegenstelling tot de methoden van Jacobi en Gauss-=Seidel die een con-
vergentiesnelheid 0(52) hebben, is de convergentiesnelheid van het Frankel-
proces O(E). Voor kleine waarden van £ betekent dit een aanzienlijke ver-
betering. Daar tegenover staat echter dat de methode van Frankel tweemaal

meer geheugenruimte vergt als de eerste methoden.

Tenslotte merken we nog op dat de formules (6.43) = (6.45) zonder meer
gegeneraliseerd kunnen worden voor matrixproblemen Du = f waarin D nega-

tieve eigenwaarden heeft. Stellen we

(6.46) a = Idn,mlmin s b= ldn,mlma.x R
dan vinden we
(6.43") o(H) = % s

L _ __2(b+a)

(6.44')  a = 5, B= 5
(Vo' + a) (/o' + Va)

(6.45')  R(k)~ 2(1 - Eh) \E - 10y *k(P'” Ink o o,

Is D bovendien symmetrisch dan geldt

(6.45'1)  R(k) ~ 2/%, a << b.
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6.3. Convergentieversnellingen

In deze sectie zal een methode beschreven worden waarmee een

gegeven iteratieproces van de vorm
(6.10) w ., = Hu + Mf

versneld kan worden. Deze versnellingsmethode Dbestaat uit de introductie van
een aantal parameters welke zo gekozen worden dat de fout Vi sneller naar O
convergeert. Als maat hiervoor neemt men meestal, zoals al eerder opgemerkt
is, de convergentiesnelheid, dus in feite de spectraalradius van de iteratieve
operator. In (6.10) is dit dus o(H). In sommige gevallen is het echter een-

voudiger om niet o(H) = max |uj| te nemen maar een andere norm voor de eigen-

J
waarden uj van de iteratieve operator, b.v.

> 1/p
- D
(6.47) ||u||p = [g |va ] .

>
Hierin stelt M de vector (u1,u ) voor.

LT
Dit wordt gerechtvaardigd door het volgende: stel dat H een volledig stelsel

eigenfuhcties {ej} heeft dan kan de fout Vi geschreven worden als

(6.48) Ve = Z c; e
J
en de fout vk+1 als
(6.49) Vie1 = g cj "j ej.

Hieruit volgt

“vk+1" <§ |CJI luji:

waarin verondersteld is dat ijﬂ = 1.
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Het beste zou zijn dat 2 [cj{ Iuj[ geminimaliseerd kon worden, maar dat eist
dJ
te veel kennis van de oplossing. Schrijven we echter (H3lder's ongelijkheid)

. 1/p 1/q
(6.50) eall <3 lesl ] i-[Z |“j*p] b '°j'q}
J J J
T D
N, 08 te e,

. . . > . . .
dan kunnen we door minimalisering van ”u"p bereiken dat v, in de zin van de

norm || "p maximaal gedempt wordt.

In dit hoofdstuk zal ingegaan worden op de z.g. methode van
Richardson. Voor andere versnellingsmethoden, zoals de SOR-methode en
de SSOR-methode wordt verwezen naar de literatuur, b.v. [4], [5] [6],

(9], [1o], [13], [1s], [11), [18], [19] en [21].

Methode van Richardson voor het geval van redle eigenwaarden

Richardson [1h] beschouwde in 1910 het volgende niet-stationaire

iteratieproces
(6.51) o, = (1—wk) u + wk(Huk+Mf), k=0, 1, 2, ...

Hierin stellen de wk's de zogenaamde relaxatieparameters voor.

De fout vk wordt gegeven door

(6.52) v, =P, (1) v,

Waarin Pk (H) een polynoom van de graad k in H is met de eigenschap dat

Pk (1) = 1; immers

k-1
(6.53) P (H) = _2

5 (1+wj(H-1))T

0
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Richardson gebruikte dergelijke schema's om iteratieprocessen te ver-
snellen waarin H re&le eigenwaarden u heeft. Daartoe trachtte hij polynomen
K (u) te construeren die voldoen aan Pk (1) = 1 en die op het interval
[umin’umax] een z0 klein mogelijke maximum-norm hebben. Hij koos voor de

wlpunten van Pk (1) de punten die het interval [u in gelijke stukken

min’“max]
rerdelen en wist daarmee (aannemende dat of H<13fu>1)een aanzienlijke
ronvergentieversnelling te verkrijgen. Toch waren de door Richardson gebruikte

»>olynomen niet optimaal (in de maximum-norm).

stelling 6.6. Het polynoom

i 2u-(umax+umin)
k Mnax Mmin
6.54) P (n) =
o-(u___+u . )
max min
Tk

u -u_.
max min

1eeft van alle kde graads polynomen in p die voldoen aan Pk (1) = 1 ade

ileinste maximum-norm over het interval [u u

min’ max]'

lewijs Volgt direct uit de minimax-eigenschap van de Chebyshev-polynomen

?k(y). Deze minimax-eigenschap werd door Markov in 1886 bewezen.

Uit (6.54) kan eenvoudig de convergentiesnelheid van het optimale

tichardson-proces afgeleid worden. Definieer
6-55) a=1-uy sb=1 -y .

;n veronderstel dat a > 0 (van nu af aan zal dit steeds aangenomen worden)

lan is
. : Yo + Val,-
6.56) o(B (1) = P (Wl = meximm [P ()] ={Cosh[ln —L]}
MminHHpax - Y2

'Toor a < <« b en H normaal levert dit

6.57) R(k) ~ % 1n [cosh 2‘{%] ~ 2‘{%__ }_112_2.
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Laten we de methode van Richardson toepassen op het iteratieproces van Jacobi
Eenvoudigheidshalve kiezen we in de matrix D de diagonaalmatrix C = - I; dan
is H =1+ D (zie (6.24)), zodat u = 1 + 8. Hieruit volgt dat a = |6|min en

Idlmax. Voor symmetrische matrices D (of nog algemener voor normale
matrices D) geldt (6.57) waarin a en b op dezelfde manier gedefinieerd zijn
als in formule (6.45"). We zien hieruit dat het Frankel proces er de methode
van Richardson toegepast op Jacobi's schema asymptotisch dezelfde convergenti
snelheid hebben.

Een belangrijk verschil tussen de methoden van Frankel en Richardson is
echter dat de eerste stabiel is en de tweede voor grote waarden van k en b/a
instabiel. Deze instabiliteit is zeer gevoelig voor de volgorde van de relax-
atieparameters w. en men kan veel bereiken door deze in een zeer specifieke
volgorde te kiezen (zie [11]). Heeft men echter voldoende geheugenruimte ter
beschikking dan kan men m.b.v. een drie-niveau-schema een stabiele versie van

het Richardson-proces verkrijgen, het z.g. tweede orde Richardson-proces. Dit

is gebaseerd op de recurrente betrekkingen die tussen orthogonale polynomen

bestaan. Zo geldt voor de polynomen (6.54):

Py(u) =1,
(6.58) Ip. () = =2 (H—1) + 1,
1 b-e T, (¥,) T (¥g)
Pk+1(u) (2y (u 1)) —;::T§—7 P (u) - 5;::(;;7 Pk_1(u), k > 0,

waarin Yo = (b+a)/(b-a) (vergelijk [10], p. 91).

Schrijf nu het drie-niveauschema in de vorm (vergelijk methode van Frankel)

u (aO(H-1)+1) u, + o f,

1 0
= (o (H-1)+8 ) u + (1-8, ) w . +a f, k>0,
U1 k k) %k k' Yk-1 7 %

(6.59)

dan is

= Q (H) v,
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waarin

Qy(m)
(6.60) Q1(u) = ao(u—1) + 1,

15

Q) = (o (u=1)4+8,) @ (u) + (1-8,) Q_,(u).

Door Pk(u) en Qk(u) te identificeren bereiken we dat het Richardson proces
gesimuleerd kan worden door een niet-stationair Frankel proces. Er geldt
dan in (6.59)

- 2 =
% % p-a BO 1s
(6.61)
. =_.l"._ Tk(y-o) s =2y Tk(yo)
k  b-a Tk+1(yo) k 0 Tk+1(y0)

Deze formulering van het Richardson proces werd door Stiefel in 1958 gegeven.

Stelling 6.7. Zij H= I + D en laten de eigenwaarden van Gj van D voldoen

aan - b 5_55 < - a, dan is schema (6.59) stabiel als

(6.62) a >O,%akb<8k<2.

Bewijs Zie [10], p. 53.

Uit deze stelling volgt direct dat de methode van Frankel gedefinieerd door

(6.44") en het tweede orde Richardson proces gedefinieerd door (6.61) stabiel

zijn.

Naast de polynomen (6.54) welke optimesal in de maximum-norm zijn be-
schouwen we polynomen Pk(u) welke optimeal zijn in de quadraat-norm, d.w.z.

umax

(6.63) e 6) |, = . JPi (1) du
u

VB

min

is minimaal onder de nevenvoorwaarde Pk(1) =1,
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Deze integraal wordt niet geminimaliseerd door é&n van de bekende orthogonal

polynomen. Er geldt echter de volgende stelling:

Stelling 6.8. Het polynoom

: o1 1y 1-u\2 1-u\k
F6.6h) Pk(u) =1-a, — a, ( o ) R ( 5 ),
waarin
k . J+1+1 J+1 .
c_J+1 (& = - (& j =
(6.65) 121 Trie (-3) Ja, =1-() ,3=1,2, ...,k

en waarin a = b=1- umin,heeft van alle kde graads polynomen in

1 - umax,
u die voldoen aan Pk(1) =.1 de kleinste kwadraat =norm over het interval

M

[umin’ max]'

Bewijs Vergelijking (6.65) voor de coefficiénten a; volgt direct uit
differentiatie van "Pk(u)"2 neer a.

In de praktijk is a < < b zodat (6.65) benaderd kan worden door

j+1

J+ie1 2 = 1

(6.65") .

1=1

In tabel 6.1 zijn de oplossingen van deze vergelijking voor k = 1, 2, ..., 8

gegeven:
Tabel 6.1

k a1 a2 a3 ah A as a6 aT 38

1 1.500

2 4.000 | -3.333

3 7.500 | -15.00 | 8.750

N 12.00 | -42.00 | 56.00 | -25.20

5 17.50 | -93.33 | 210.0 | -210.0| 77.00

6 24.00 | -180.0 | 600.0 | -990.0| T92.0 | -245.1

7 31.50 | -315.0 | 1L4Lk -3464 | 4503 | -3002 8ok.1

8 39.71 | -506.8 | 3027 | -9802 | 18240 -19492 11113 |~ -2619
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Naar aanleiding van deze stelling werd door Prof. Lauwerier opgemerkt
lat het polynoom Pk(u) wel expliciet uitgedrukt kan worden in een stelsel
.egendre-polynomen, of, zo men wil, in een willekeurig stelsel orthogonale

»olynomen, mit men de bijbehorende gewichtsfunctie in de integraal (6.63) opneemt

Stelling 6.8.' Zij {pj(y)} een stelsel polynomen dat op het interval
- 1 <y < 1 orthogonaal is t.o.v. de gewichtsfunctie w(y), dan minimaliseert

het polynoom

k
) bta, -1 _  Dbta 1-u
Jj=0 pj(b-a)h,j pj(b-a 2 b-a)
' =
(6.64') B () - :
2,b+a,. -1
) p; (L 2)h;
j=0 J J
onder alle polynomen van de orde k, waarin a = 1 - Max? b=1- Moo en
i
2
(6.68) n = J w(y) P; (y) dy,
-1

de integraal (gewogen kwadraat-norm)

umax

2
k

6.63") wde - o 12ty p

vy oy (W) aw , P (1) = 1.

Ymin
lewijs. We definieren de functie

_bta  1-u
y(w) =32 - 215,

'n we schrijven y(1) = Yo (vel. (6.68)).
itel dat

k
Pk(U) = jZO aj Pj(Y(u)) s

lan volgt uit de orthogonaliteit dat
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u 1
max k

2 k 2 2 2
wy(w)) P(u) au = 3(b-a) ) at w(y) p5(y) dy = 3(b-a) ] ath
k el J J 7. ie J
J=0 J=0
min -1
Minimalisering van deze uitdrukking onder de nevenconditie
k
P (1) = 1 a. P(Y)—1levert(66h)
J 0
j=0
Men kan van de vrijheid dat de gewichtsfunctie w(y) nog te kiezen is
gebruik maken als men enige globale informatie over de coefficienten c. = c(u
in de ontwikkeling van de beginfout A heeft. Stel dat H een orthonormaal
stelsel eigenfuncties ej heeft, dan geldt:
M max

m
Ilvkll Z c (U Pi(uj)u- E%E Cg(u) Pi(u) du.

min
Het iteratie-proces is dus optimaal voor de gekozen beginapproximatie u,
wanneer de polynomen pj(y) orthogonaal zijn t.o.v. de gewichtfunctie w(y)

gedefinieerd door

wiy(n)) = c2(u).

Dit eist te veel kennis van de oplossing. Maar we kunnen in sommige ge-
vallen w(y(u)) wel het karakter van het gedrag van c2(u) geven. Bijvoor-
beeld, wanneer in de beginfout Yo de eigenfuncties behorende bij grote
u-waarden sterk vertegenwoordigd zijn, dus |C(u)! heeft het in figuur 6.6

geschetste gedrag,

(v (u))
//< Figuur 6.6

Gedrag van w(y(u))

 Je(u)|
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dan heeft w(y(u)) dit gedrag nog veel uitgesprokener; men zou kunnen kiezen

wiy(n)) = (1=y(u)%, a <0

]

of

wiy(w)) = (+y(u))®, 8 > 0.

Dit leidt tot de Jacobi-polynomen p.(y) = P(a’o)(y) respectievelijk
J

J
pj(y) = Pgo’s)(y).

Het gebruik van de polynoomoperator Pk(H) in de practijk vereist
enige toelichting.
Er zijn drie mogelijkheden om de operatoren Pk(H) in het iteratie-proces

(6.51) toe te passen:

(a) Men schrijft Pk(H) in de gefactoriseerde vorm (6.53) en bepaalt

de relaxatieparameters wj uit de wortels “j van Pk(u),
(6.66) 0, = —— .

(b) Men schrijft Pk(H) in de vorm

(6.67) P, (H) =1+

=
I~

j
a. 1—H

en het iteratie-proces (6.51) in de vorm
(6.68) u = Pk(H)uO + (1-Pk(H)) u.

Met behulp van de relatie (1-H) u = Mf kan de onbekende u geeli-

mineerd worden.

(c) Men tracht door middel van recurrente betrekkingen voor de

polynomen Pk(u), W uit te drukken in voorgaande iteranden.

Methode (a) is geschikt voor polynomen Pk(u) waarvan de wortels
expliciet bekend zijn zoals b.v. de polynomen gedefinieerd in stelling 6.6.
Zoals echter al opgemerkt is bestaat er gevaar voor numerieke instabili—

teit voor grote waarden van k. Bovendien moet men van te voren besluiten
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hoe groot k is want de relaxatieparameters wj hangen van k af. Dit is
bezwaarlijk omdat men tijdens het proces pas schattingen kan maken hoe
groot de fout is en dus hoe groot k zou moeten zijn.

Methode (b) is direct van toepassing op het polynoom (6.6L).
Overigens heeft deze methode dezelfde bezwaren als methode (&), namelijk:
numerieke instabiliteit (coefficienten aj zijn zeer groot en alternerend
als k groot is, zie tabel 6.1) en a priori bepaling van k.

Methode (c) werd door Stiefel toegepast op de polynomen (6.54) en
ondervangt de hierboven genoemde bezwaren. Daar tegenover staat echter
dat er meer geheugenruimte in de rekenmachine gevraagd wordt. We zullen

nu laten zien hoe ook op de polynomen P (u),welke optimaal in de kwadraat-

e
norm zijn,methode (c) toegepast kan worden.

Daartoe definieren we

-1 k 2 -1
« = P (¥) b .EO p5(vy) B3
(6.69) J
B = o - pk(yo)-

=]
|

Stelling 6.9. De polynomen (6.64') voldoen aan de recurrente betrekking

(6.70) Pk+1(u)=[ +B, y(u)]Pk(u)-[Ck*'Dk y(u)]Pk_l(u)+Ek P o(n).

-1

Hierin is A = o (B to 8,
B = “;11 % Pyo
Cp = G;l1(6k Byt q O
D = “;11 By Pys
E = o]

kT %1 Pror G

en zijn a_, bk’ Ck de coefficienten van de voor pk(y) geldende recurrente

betrekking

(6.71) Py (¥) = (g ¥ ) p (y) - ¢ p_,(¥).
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ewijs. Het is eenvoudig te verifieren dat

(y(u)) Pk(u) B Pk-1(“)'

ubstitutie in (6.71) geeft (6.70).
Met behulp van (6.70) kan een vier-niveauschema voor Wy afgeleid

orden:

it

<
[]

. Pk(H) v, en v, =u -u

olgt dat

(A By y(H) we = (CD y(H)) wy g + By,

(1—Ak-Bk y(H)+Ck+Dk y(H)-Ek) u.

Yt 1

+

erder volgt uit (6.70) dat

1= A =B ¥ * C¥Dy vpE =0,

odat
Uepq = (AB y(H)w - (D y(H)) w_(+E w_,
B -D
k "k
-2 = (-0 u
it de definitie van B, en D, en uit (1-H) u = Mf volgt tenslotte
p (y,)
6.72) w,, = (A +B_ y(H))w - (C#D y(H))u . + E_ -2 —E—Engg ME.
f de equivalente schrijfwijze
W A B y(H) - (C#D y(H)) - B w Mf
p (¥
k*k 0
6.72') |w, |=| 1 0 0 Y1 [Pa ) | O

-1 0 ! 0 k-2 q/
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Als beginapproximatie is nodig de vector (ug,uI,uo)T. Hiervan is alleen

en u, volgen uit (6.68), dus

u. vrij te kiezen; u, >

0

(6.68") u = P, (H) ug + [1-Pk(H)] u, k =1, 2.

Men zal dus P1(u) en P2(u) expliciet moeten kennen.

Verder moet men beschikken over de coefficienten s bk’ s hk (zie b.v.

Handbook of Mathematical functions, National Bureau of Standards, Applied

Mathematics Series 55 voor expliciete formules) en de coefficienten pk(yo)
en Oty * Voor deze laatsten gelden de recurrente betrekkingen

Pt (Vo) = (a4 vo)py (v)) = e oy 1 (¥,)s

2
_ Py, . Py ()
B P Vel Tk Ry

Rest nog de numerieke stabiliteit van het schema (6.70) of van het

a

equivalente schema (6.72') te onderzoeken. Voor stabiliteit is het nood-
zakelijk dat de eigenwaarden X van de in (6.72') optredende matrix binnen

of op de eenheidscirkel liggen. Stel
Fk=Ak+BkyenGk=Ck+Dky’

dan voldoen de eigenwaarden A aan de vergelijking

F,-X =G E,
(6.73) det 1 - A 0 = 0.
0 0 -

1=n
L. _ b+a Jd
Hierin neemt y de waarden y(uj) boa 2 boa M

Vergelijking (6.73) is te schrijven als

eigenwaarde van H, aan.

3 2 =
(6.73") A° - Fk AT+ Gk A - Ek = 0.

We onderzoeken het geval waarin IEkl < 1. Volgens het Hurwitz-criterium
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(vergelijk [10], p. 78) is |A] < 1 als

G ZF (1 - E),

G 2 -F -(1+E),
< - Fk + 3(1 + Ek),
e SE R+ (O -Ei).

In figuur 6.7 is het stabiliteitsgebied gearceerd aangegeven. We zien hier-

(6.74) 4

@«
A

[}
A

uit dat het voldoende voor stabiliteit is wanneer alle punten

1 . . . .
{(Fk(y), Gk(y))}y=-1 binnen dit gebied liggen.

Omdat het stabiliteitsgebied convex is wordt hieraan voldaan wanneer
de "uiteinden" van deze "puntenlijn", dus (Ak t B, Cp * Dk) er binnen
liggen, met andere woorden schema (6.70) is stabiel wanneer het voor

¥y = £ 1 stabiel is. ’ G

 (Fe(¥),6,.(3))

- AN

g AN

AN

- (Ek+1)

6.7. Stabiliteitsgebied van (6.70)

Dit geeft in elk geval al een eenvoudig criterium om te verifieren
tijdens de berekeningen. Een analyse om a priori iets over de stabili-
teit te zeggen is nog niet afgerond.

Voor experimenten met het hier beschreven iteratieproces zij ver-

wezen naar Jansen [23].
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Methode van Richardson voor het geval van complexe elgenwaarden

Het polynoom Pk(u) gedefinieerd in stelling 6.6 is optimaal in de
maximum-norm voor reéle eigenwaarden U. Men kan zich afvragen of er een
dergelijke optimale polynoom te vinden is voor complexe eigenwaarden u.
In zijn algemeenheid is deze vraag moeilijk te beantwoorden; daarom ver-
eenvoudigen we het probleem door niet Pk(u) te beschouwen, maar Pk(pei¢),
waarin p een constante is met de eigenschap dat de eigenwgarden Y van H
binnen of op de cirkel |u| = p liggen. Het polynoom Pk(pel¢) moet dus in
de een of andere norm geminimaliseerd worden. We herinneren er in dit
verband aan dat de eigenwaarden uj van het Frankel-proces op een cirkel

met straal

;

(6.43") p =

7
]

liggen.

Stelling 6.9. Het polynoom

(6.75) Pk(u) = 5

heeft van alle kde graads polynomen in p die voldoen aan Pk(1) = 1 de

kleinste maximum-norm over de cirkel |u| =p < 1.

Bewijs Het bewijs van deze stelling werd gegeven door E.H. Zarantonello
en is te vinden in een artikel van Varga. A comparision of the successive
overrelaxation method and semi-iterative methods using Chebyshev poly-
nomials. J. Soc. Indust. Appl. Math., 5(1957), p. 39.

Uit deze stelling volgt dat in het geval van complexe eigenwaarden

het stationaire proces in de zin van de maximum-norm optimaal is.

Stelling 6.10. Het polynoom

’ 2 k J
_ 2k 1-p 2
(6.76) P (u) = p 1_02(k+1) j£0 (u/p°)

heeft van alle kde graads polynomen in p die voldoen aan Pk(1) = 1 de

kleinste kwadraat-norm over de cirkel |u| = p.
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Bewijs Stel

k . k
(6.77) P = ] a. ] ay =1
,j=0 J j=0
Het is eenvoudig te verifiéren dat
2m . k .
2 1 2, 2 2]
(6.78) B Gulls = | IB (pe™®)|%a9 = 2n [ a.|® 0%Y.
k 2 k o J
0 J=0
k
Deze som moet geminimaliseerd worden onder de nevenvoorwaarde dat z a. = 1.
0

Dit geeft de volgende vergelijkingen voor de coefficienten aj en de Lagrange-

parameter A:

k
2 .
3%[2 (Ial‘ p21+}\aj)—)\j|=o,‘]=0, .oy ky
]
a. = 1.
j=o0 Y

Hieraan voldoen de coefficienten

a. = o2k 1-p° -2]
3T 2y f

Substitutie in (6.77) geeft uitdrukking (6.76).

Uit (6.78) volgt direct de waarde van ﬂPk(u)uz, namelijk
2 k 3 2 2
- 2k 1-p -2J _ k |1-p
(6.79) B (Gl = v27 o 20 ) {jzo P } = /21 p [1—p2(k+1) .
Hieruit kan men het gedrag voor grote waarden van k en p-waarden in de buurt
van 1 afleiden. Er geldt:
k -3
~ V2T p (k+1) als k(1-p) »> 0O,
-c =3 2,3 2
(6.80) ||Pk(u)|]2 ~ V21 pk (1-7%)72(1=0°)2 als (k+1) (1-p°) = c, 0 < ¢ < o,
1
2

~ /37 " (1-p2)‘ als k(1-p) » .



30

Vergelijken we dit met de kwadraat-norm van het polynoom‘Pk(u) = uk,

51, = /27 0",

dan zien we dat de polynomen (6.76) in de .- kwadraat-norm voor grote waarden
van k en/of p-waarden in de buurt van 1 een veel grotere demping geven dan
de polynomen Pk(u) = uk.

Uiteraard is de maximum-norm van de polynomen (6.T6) groter dan
[luk”°° = pk. Er geldt volgens (6.76)

2k 1-p° [1—(u/02)k+1 1-(§/p2)k+1]%

B ()] = [0 B (]F =

2(k+ -
1-p (k+1) 1 - l.l/p2 1 - u/02
Substitutie van u = pel¢ geeft na uitwerking
.
k 1-p° 1-205" cos(ic+1)prp2(KH1 )2
[P (u)] =0 2(k+1) 2
1-p 1 ~-2p cos ¢ +p
- pk 1-92 (pk+1+1)2 pk 1+p
2(k+1 - +1
1-p (e+1) (p-1)2 1-p5*1
dus
- ' k d+p
(6.81) P (i, <o T FT

In figuur 6.8 is het gedrag van lPk(uM| als functie van k voor een vaste

p ~ 1 gegeven.

-k
1+
T-% ™ polynomen (6.75)
- lynomen (6.76)
— — - — o .
~. poly
\~
\\
N e
er L I,
14— — e
on(1-p) Eoom —mm e = - - = T I=T L“ "2
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{. ONJUIST GESTELDE PROBLEMEN

T.1 Inleiding en voorbeelden

Het is bekend dat veel begin- en randwaardeproblemen voor partiéle dif-
ferentiaalvergelijkingen voortkomen uit problemen van de fysica, mecha-
nica enz.

Randwaardeproblemen blijken typisch bij elliptische differentiaalver-
gelijkingen voor te komen, terwijl beginwaardeproblemen en begin-rand-
waafdeproblemen optreden in verband met hyperbolische en parabolische
vergelijkingen.

Men heeft lange tijd gesteld, dat een mathematisch probleem dat met
een fysische werkelijkheid correspondeert, moet voldoen aan de volgende
drie voorwaarden:

(i) de oplossing moet bestaan;

(ii) de oplossing moet eenduidig bepaald zijn;

(iii) de oplossing moet in een of andere zin continu afhangen van
begin- en/of randvoorwaarden, of algemener: continu afhangen
van alle gegevens ("data"j.

De eerste voorwaarde drukt uit dat er niet te veel voorwaarden san de op-
lossing mogen worden opgelegd, de tweede dat het er niet te weinig mogen
zijn. De derde eis 1lijkt noodzakelijk als van de mathematische formule-
ring verwacht wordt dat deze meetbare verschijnselen in de natuur be-
schrijft. De gegevens door meting verkregen zijn nooit helemaal exact,

en men wil nu, dat een kleine fout invde gegevens slechts een kleine
fout in de oplossing van het begin-randwaardeprobleem teweegbrengt.

Deze "stabiliteits"-eis 1ijkt niet alleen essentieel voor zinvolle pro-
blemen in de mathematische fysica, maar is, zodra we met numerieke pro-
cedures de problemen proberen op te lossen, onontbeerlijk.

Een probleem, dat voldoet aan de drie eisen, zullen we een goed

(of juist) gesteld probleem noemen (Engels: properly posed, well posed,

correctly set).
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Het hyperbolische beginwaardeprobleem

uxx_utt=o —oo<x<oo’t>0’
u(x,0) = ¢(x) - < x < @,
u, (x,0) = ¥(x) o < X < @,

heeft, zoals bekend, als oplossing
X+t

+

u(x,t) = %[&(x+t) + ¢(x~t) ¢(T)df]
x=-t
en is kennelijk goed gesteld. Bekijken we echter het minder bekende

hyperbolische probleem

u_ =20 0<x<a,0<y<hb,
u(x,0) = £(x) 0<x<a,
u(0,y) = g(x) 0<y <b, f£(0) = g(o0),

dan is gemakkelijk na te gaan'(zie bijv. Bﬂ p. 133 e.v.) dat u hier-
door reeds in de gehele rechthoek eenduidig vastligt, zodat het in het
algemeen niet zal lukken een oplosbaar Dirichlet-probleem voor de hyper-
bolische vergelijking op te stellen. Het probleem is overbepaald.

Het Dirichlet-probleem voor een elliptische vergelijking in een
begrensd gebied @ is daarentegen goed gesteld. Existentie en uniciteit
zijn in dit colloquium uitvoerig aan de orde gekomen (zie hoofdstukken
3 en 5 van het eerste deel_van de syllabus Eﬂ) en de continue afhanke-
lijkheid van de randvoorwaarden volgt onmiddellijk uit het maximumprin-
cipe: als twee oplossingen op de rand slechts e verschillen, dan ook

in het inwendige.

Het Cauchyprobleem voor elliptische differentiaalvergelijkingen
is in het algemeen onjuist gesteld. We geven hiervan twee bekende

voorbeelden.

Voorbeeld T.1. Het probleem

u_ +u =20 x > 0,
XX ¥y

u(o,y) =0 -8 <y < a,
u (0,y) = £(y) -a <y < a,
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heeft geen oplossing als f(y) niet analytisch is. Dit is dus reeds het
geval als f(y) = |y|. Merk op dat de stelling van Cauchy-Kowalewski een
oplossing garandeert, mits f(y) analytisch is.

Bewijs: Volgens het reflectieprincipe is elke functie u die harmonisch
is in een halve bol p* om O in het rechter halfvlak, en die op de dia-
meter 0 is, analytisch voort te zetten in het spiegelbeeld D van D+,
m.b.v. de regel u(-x,y) = -u(x,y). Maar dit zou betekenen dat u analy-

tisch is op de diameter, en daarmee u_ eveneens.

Voorbeeld 7.2. (Hadamard Eﬂ). Beschouw de vergelijking

u_+u_ =0 x>0,
tezamen met de Cauchydata

u(O,y) =0,

1 .
ux(O,y) =_sinny n>o0.

(7.1)

De methode van scheiding van variabelen suggereert de oplossing

(7.2) ulx,y) = lz-sin nx sin ny.
n

Voor n + « gaan de Cauchydata (7.1) uniform naar O, maar de oplossing
(7T.2) oscilleert voor x + 0 tussen grenzen die met n onbepaald toenemen.

Aan de derde eis is dus niet voldaan.

Hadamard kon in zijn tijd zeggen dat elk begin- en randwaardepro=-
bleem dat correspondeert met een fysische werkelijkheid, juist gesteld
moet zijn. Dat is nu niet meer vol te houden. Laten we hier twee voor-

beelden geven van fysisch zinvolle problemen die onjuist gesteld zijn.

Voorbeeld T.3. Beschouw het probleem van de warmtegeleiding in een staaf

van lengte m. Laat u de temperatuurverdeling voorstellen, t de tijd en
x de plaatscodrdinaat. We zijn-nu niet geInteresseerd in het bekende,
Juist gestelde, probleem de eindtemperatuur bij gegeven randvoorwaarden

uit de beginsituatie te bepalen, t.w.
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u - u =0 0O<x<my, t>0
t XX ’

(7.3) u(x,0) = £(x) 0 < x < 7 (beginvoorwaarde),
u(m,t) = u(0,t) =0 t >0 (randvoorwaarden).

In plaats daarvan willen we de temperatuurverdeling bepalen op een
(vroeger) tijdstip t < T als deze bekend is op een (later) tijdstip

t =T > 0; mathematisch weergegeven:

u =-u._ =20 O<x<m, 0<t<T,
t XX

(7.%) u(x,T) = x(x) 0 <x <1 ("eind"-voorwaarde),
u(m,t) = u(o,t) =0 t >0 (randvoorwaarden).

Het proces van warmtegeleiding, waarvan (7.3) het mathematische model is,
is een irreversibel fysisch proces. Het verbaast ons dan ook niet dat
(7.4) onjuist gesteld is. En toch is de vraag die gesteld is fysisch zin-

vol.

Voorbeeld T.l4. Het grootste deel van het zwaartekrachtsveld van de aarde

wordt veroorzaakt door het inwendige van de aarde en heeft weinig te
maken met de bovenste 5 km van de aardkorst. Afwijkingen van de gemid-
delde structuur van de sardkorst, zoals scheuren, verschuivingen en erts-
aders, hebben echter kleine fluctuaties in de versnelling van de zwaar-
tekracht g ten gevolge, die meetbaar zijn. Op grond van deze fluctuaties
wil men zich een beeld vormen waar deze afwijkingen zich bevinden.
Stellen we de gravitatie potentiaal u, dan is u te schrijven als
ugemiddeld + u, waarin u de excespotentiaal ten gevolge van de afwij-
king (bijv. een lichaam van grote dichtheid) in de aardkorst voorstelt.

Evenzo g = + g, waarin g het effect van de afwijking in de

ggemiddeld
aardkorst is op g. We hebben hier te maken met een "invers" potentiaal-
probleem. Een van de vragen die zich hierbij voordoen is: hoe zet ik
een harmonische functie voort als zijn Cauchydata bekend zijn?

Laten we sannemen dat tot op diepte H zich geen extra lichamen bevinden
die een effect op de gravitatie potentiaal hebben, en laten we aannemen
dat de verstoring van het gravitatieveld slechts door é&n stervormig

lichaam dieper dan H wordt veroorzaakt, hetgeen tot uitdrukking komt
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in de Cauchydata, dan kunnen we het hierboven genoemde probleem mathe~

matisch in gesimplificeerde vorm als volgt weergeven:

1 -4 0, »x A aardkorst z = 0

|
I+ 2z

|
|
[
I
l
| H

mL © Figuur T.1

Zoek de functie u(x,y,z), die voldoet aan

u_+u_+u_=0 0 <z < H,
XX z2
u(x,y,0) = ¢(x,y) s 2
(7.5) 8u - }" tyo<h
35 (¥o¥»0) = g(x,y,0) = v(x,y)

ul(x,y,2z) = 0 voor x° + y2 = A2.

De laatste voorwaarde drukt uit dat bij benadering verweg het effect van het
lichaam L te verwaarlozen is. Dit is een typies onjuist gesteld pro-

bleem. Door E(x,y,z) naar beneden voort te zetten (boven de aardkorst

is hij in principe bekend) kunnen we ons een beeld vormen waar (voor

welke x,y) ongeveer het lichaam ligt, als we additionele aannames heb-

ben over de diepte en dichtheid van het lichaam L. Meer over dit soort
zaken is bijv. te vinden in E&], p. 189 e.v.

Randwaardeproblemen voor elliptische vergelijkingen, waarbij op een
deel van de rand "te veel" voorwaarden gegeven zijn, en op het resteren-
de deel "te weinig" of geen, zijn typische voorbeelden van onjuist ge-
stelde elliptische randwaardeproblemen. Men heeft met een in zekere zin
"invers" probleem te maken, als men de randvoorweardenop een deel van de
rand wil bepalen, terwijl de differentiaalvergelijking in het gebied

en de Cauchydata op het resterende deel van de rand bekend zijn.
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Het hierboven geschetste voorbeeld is zo'n probleem.
We zullen ons in dit hoofdstuk bezig houden met oplossingsmethoden
voor onjuist gestelde elliptische problemen, eerst met analytische

methoden, en daarna met numerieke.

7.2 Regularisatie van onjuist gestelde problemen

We formuleren eerst de begrippen onjuist gesteld en regularisatie
abstract in termen van metrische ruimten, en gaan daarna na hoe onjuist
gestelde elliptische randwaardeproblemen geregulariseerd kunnen worden.

Laten U en F volledige metrische functieruimten zijn, en laat A
een (niet noodzskelijk lineaire) operator op U zijn met waarden in F.

Voor functies ue U en f < F bekijken we de vergelijking
(7.6) Au = f.
Het probleem (T7.6) is goed gesteld als

(i) met elke f & F een oplossing u & U correspondeert;
(ii) de oplossing u binnen U uniek is bij gegeven f ¢ F;

(iii) u continu afhangt van f in de metrieken van U en F.

Anders geformuleerd: (T7.6) is een goed gesteld probleem als er een

continue operator B op F bestaat, die de inverse is van A.

Laten we nu aannemen dat de uniciteit wel gewaarborgd is, maar dat
aan eis (i) of (iii) niet voldaan is. Voor dergelijke onjuist gestelde
problemen voerde Tychonov ([1(3 . [:11] s [12]) het begrip regularisator
als volgt in. Een regularisator voor de vergelijking (7.6) is een fa-—

milie operatoren Br: F + U, die voldoen aan

(i) voor iedere T > 0 is BT gedefinieerd en continu op de gehele
ruimte F;
(ii) voor iedere u €U geldt (in de norm van U)

(7.7) 1lim B Au = u.
0 T .
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We zullen het probleem (7.6) regulariseerbaar noemen, als er tenminste

€én regularisator bestaat. Een goed gesteld probleem is regulariseerbaar:

kies BT = A-1 voor alle T.

Stel nu dat we reeds weten dat voor een zekere rechterlid f een op-
lossing u van (7.6) bestaat. De regularisator geeft ons de mogelijkheid
een oplossing met een zekere gegarandeerde nauwkeurigheid te construeren

met behulp van een rechterlid f, dat f benadert in de zin

8
(7.8) Hfa -] <.
Hier en later in deze sectie zal II || de supremum-norm voorstellen.

We schrijven

en

u =B_Au = B f.
T T T

Merk op dat u als oplossing van Au = f bestaat, maar dat de oplossing

van Au = faniet hoeft te bestaan als functie van 1 genomen. Er volgt

(7.9) ”u—u.rsni Hu—u-r”+ ”u‘r —uTGH

We stellen

fu - uT" < 61(T),
lu, - u ol < eylr,8).

Wegens (7.T) kan 1 zo klein worden gekozen dat e1(r) willekeurig klein
is, en wegens continuiteit van BT is daarna (voor vaste t) 62(1,6)
willekeurig klein te krijgen voor voldoende kleine §. We hebben dus §

als functie van T genomen.
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Het kan ook anders om : 51(1) is op te vatten als de mate van con-

vergentie van BTAu tot u, ¢.(7,6) als de mate van continulteit van B

in het punt Au. Wanneer nu,gzoals meestal, § gegeven is (dit correspon-
deert met een niet precies bekende randvoorwaarde), dan gaat het er om
T = 1(8) 20 te kiezen dat het linkerlid van (7.9) zo klein mogelijk
wordt. Daar vaak SZ(T,G) bij vaste 6 groot wordt voor T » O, en €1(T)

juist klein, ligt het voor de hand T = 1(68) zo te kiezen dat

(7.10) €16,(7(8)) < &,(x(8),8) epe (2(8) , ey 2 ¢y > O,

1

waaruit dan volgt
(7.9") Hu = wgll < (#e,)e (2(8)).
We willen nu bewijzen dat u > u_, (in de maximum-norm) als & = 0.

Lemma T.1. Laat gegeven zijn dat

(a) 61(1) een niet-negatieve continue sterk monotoon stijgende functie

is veor O < T < aj
(v) 82(T,5) een niet-negatieve functie op de rechthoek [O,a;o,b] is, die
continu en voor vaste § » O (zwak) monotoon stijgend is in §;

(e) €1(0) =0 en 82(T,O) = 0 voor alle T > 03
(d) de functie 62(1',5) begrensd is op iedere rechthoek
0<8<b,n<T<a, waarin n > 0;

(e) dat er een constante c, > O bestaat, zodanig dat

sup 62(1,6)
OﬁTia?]—TT > ¢, voor 0 <68 <hb.

Dan geldt: er bestaat een constante ¢y 2 Cys zodanig dat bij iedere §

een T = T(8) bestaat die voldoet aan
(7.10) c1€1(‘f(5) < 82(T(5),‘5) < 6282‘(T(5))-

Voor deze T = T(8) geldt dan bovendien 1lim 1(§) =0
8§40

Bewijs: De laatste eis houdt in dat lim e(7,8) niet uniform geldt; en
§+0
dat is bij een onjuist gesteld probleem dan ook niet te verwachten: immers

=Tn

"e(0,6)" is zoiets als de norm van "A '". Een constante c, met bovenstaande

. . .. . .. - inf
elgenschappen is gemakkelijk te vinden. Neem bijv. c, O<'ria.€2(T ,b) als

dit groter is dan ey
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Laat n willekeurig, > O zijn. De functie

sup e,(1,8) = £(8)
n<t<a
is monotoon niet-dalend voor O < § < b, zodat lim f(§) bestaat. De punts-
.. .. 8+0
gewijze limiet

1im e (1,8) = €.(t,0) = 0
840 2 2

is dan op n < T < a uniform, want 52(1,6) wordt door een van t onafhanke-

lijke functie gemajoreerd. Het gevolg is dat 1lim f(8) = 0. Er bestaat dus
Y0

een 60 zo dat voor § < 50 geldt f(¢8) < c1e1(n). Bepaal voor zo'n § de

1 =1(8) die voldoet aan (7.10). Stel dat t(§) > n, dan zou gelden

c1€1(n) < c1€2(r(6)) :_32(1(6),6) < sup 82(1,6) <ec 61(n)

nstsa

1

hetgeen tot een tegensprask leidt. Dus t(8§) < n, hetgeen te bewijzen was.

Gevolg. De functies 51(1), 52(1,6) en T = 1(8) voorkomende in (T7.9) en
(7.10) voldoen aan de voorwaarden ven het lemma, als ||u - uT|l $# 0 voor
alle T > 0. Is ||u - uTII = 0 voor alle T, dan kunnen we een monotone e1(r)
kiezen met llu - uT|| < 51(1). Het lemma kunnen we dus toepassen, en we
vinden

1lim t(8) = 0
§40
waaruit volgt

1lim e1(r(6)) =0,
§¥0
zodat we uit (7.9') kunnen concluderen dat
(7.11) lim [|u_ - ull =0 (t = 1(8)).
370
Of anders geformuleerd,
11 lim B f.=u.
(7.11") 1 Bes) s
Natuurlijk geldt (7.11') voor elke keuze van een weg in het t=6-vlak waar™
langs T en § naar O gaan, waarvoor geldt lim t(§) = lim e1(r(6)) =

lim e,(7(8),8) = 0 §+0 8+0
40

Het komt erop neer dat als we T = 1(8) op een slimme manier naar nul

laten gaan, we erin slagen de benaderende oplossing te laten convergeren
naar de echte oplossing. Om dit nu te kunnen toepassen op Cauchy-problemen
voor tweede orde elliptische differentiaalvergelijkingen in een gebied @,

modificeren we eerst de definitie van regularisator als volgt:
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(i') Voor iedere t > O is de operator B :oxV¥>U op
het cartesische produkt & x ¥ gedefinieerd, en continu.
Hierin zijn ¢ en Y klassen van data voor u en du/dv op de
rand 3Q of een deel 3,0 ervan, en U de oplossingsruimte.

1
We nemen op ¢ en ¥ de supremumnorm, bijv.

]l = sup o(x).
xeB1Q
(ii') Beschouw alle ¢ en y, waarvoor een oplossing u van het Cauchy-
probleem bestaat (we weten dan reeds dat het probleem dan
eenduidig oplosbaar is); voor deze ¢ en y moet dan gelden
(r.7") 1lim BT(¢,w) =u (in de norm van U).
0
Het Cauchyprobleem voor de vergelijking van Laplace is onjuist gesteld,
omdat de oplossing instabiel is met betrekking tot kleine veranderingen
in de randgegevens. We laten aan een voorbeeld zien hoe zulke problemen

aan te pakken zijn.

Voorbeeld 7.5. Het Cauchyprobleem voor de potentiaalvergelijking in een

oneindige strook (zie ook Eﬂ):
9:{(x’y)‘-m<x<oo’ 0 <y < b}

u + u =0
xx Yy

(7.12) u eco(a)
u(x,0) = f(x)
uy(x,O) = g(x),

waarin f(x) en g(x) gegeven functies zijn van de reéle variabele x. We
zullen aannemen dat we reeds weten dat het probleem een eenduidig bepaalde
oplossing heeft (wat bijv. het geval is als f en g begrensde analytische
functies zijn).

Fouriertransformgtie naar x (eventueel in distributionele zin)

J glixs f(x)dx =§fDﬂ = ;(s), enz.,

-00
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voert het probleem (7.12) over in

(7.13) G(s,y) = £(s) cosh sy + g(s) _s»_:_._n_sh_gz
We vervangen nu G(s,y) door
22
- A
(T.14) U (s,y) =e " % uls,y)
. 22
De invers-Fouriergetransformeerde van e 'S is
_22 2
(7.15) v (x) = F 1{GTSJ=+——-ex‘p_L
T 3 2
2nét bt

We bepalen nu

uT(x,y) = _ﬁ—1I:UT(s,y):[ =

(7.16) > . 2
f(x) *y—1[cosh sy e | 82] + g(x) *?’Tﬁlfh—gl e | SZ] .

We vinden
(7.17) R_(x,y)

-1 _125 1 2—x2
:P) cosh sy e I exp(% > ) cos % s

2tm L 2t

en 5 5 y/2'l'
1{sinh - 1 2 4

(7.18) TT(x,y) = :p‘- [s_s__sl e ' s?] =71 exp(- x_2) et cosT—x-dt

21w Lt

0

zodat (7.16) in de vorm
(7.16") u (x,y) = R (x,5) » £(x) + T _(x,5) * g(x)

geschreven kan worden, waarin % het convolutieproduct voorstelt.
We vragen naar de oplossing op de lijn y = b. We definieren nu voor

alle T > 0 BT:FXG—>U,

waarin F en G resp. ruimten van data f en g zijn, bestaande uit de be-
grensde analytische functies op == < x < = met maximumnorm, en U de ruimte

van functies u(x,b) eveneens met maximumnorm, als volgt:

(7.19) u = BT(f,g) = RT(x,b) %* £(x) + 'I‘T(x,b) w g(x) .
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We bewijzen dat de familie van operatoren (BT) een regularisator

>0
voor (7.12) vormt. De lineariteit en continuiteit volgen onmiddellijk

uit de definitie. We moeten eis (ii') aantonen. Uit (7.14) volgt
u (x,b) = w_(x) » u(x,b),
waaruit, in verband met

w_[(t)dt =1

00

j—— 8

volgt o
(7.20)  Ju_(x,5) = u(x,b)] = | j w_(t) [alx-t,b) = u(x,b)]at|

00

< |1 f + f }w (t) [u(x-t,b) - u(x,b)]at | +
N

+ | J' w () [u(x=t,b) - u(x,b)]at | .
-N

Uit het karakter van de functies LA volgt nu dat de eerste term van het
rechterlid bij juiste keuze van N klein gemaakt kan worden, als we het

bereik van Tt beperken tot bijv. 0 < t < 1.

Definiéren we de continulteitsmodulus over [a,b] van de functie
u(x,b) als ([8])
w(8) = max |u(x,b) = u(y,b)|,
|x=y|<s
a<x,y<b
dan geldt blijkbaar
[u(x~t,b) = u(x,b)| < w(|t]) voor -N < x < N, als

w de continulteitsmodulus over =N =|t| < x < N + |t| is. We maken gebruik

van de eigenschap ([8], p. 63)

w(rs) < (A+1) w(8) (A > 0),

en vinden voor u > O willekeurig
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w(]t]) = w<§ [t]u) f_w(%) (6] w1),

waaruit volgt dat de tweede term kleiner is dan

N
|| v (6) [o@ (8] wilas] < o) 222 + 7).
T u H 2
-N
Kiezen we nu p = 1/1, dan vinden we
N
| f | <wlx) Gr+ 1),
—N m ‘

zodat de tweede term van (7.20) klein is voor voldoende kleine .

Hiermee is bewezen dat

lim u_(x,b) = lim wv_(x) * u(x,b) = u(x,b),
0 T ™0

en dat deze uniform geldt op == < x < », zodat (Bt) een regularisator

is.

Opmerking 7.1. Het is duidelijk dat voor alle y « (0,b) eveneens uniform

voor == < x < « geldt

lim u_(x,y) = u(x,y).
T
T+0
Als nu f en g niet precies bekend zijn, maar slechts met een precisie §,

dwz. we kennen slechts f§ en gg§ met

”fﬁ-fH <8, “85'8“ < 6,

dan weten we
1°. dat u o= BT(fs,ga) op stabiele wijze verkregen is; d.w.z. dat
u_, maar weinig van u; verschilt, als § klein is;
20. dat als we (1,8) op een slimme manier in het t-=8-vlak naar de
oorsprong laten gaan, u_, naar de ware oplossing u convergeert

in de maximumnorm.
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Willen we een expliciete . schatting hebben voor u = u s d.w.z. weten
we welke orde in § dit verschil naar O gaat, dan moeten we eg(r,é) even

uitrekenen.

|uT(x,b) - uTG(x,b)l :_IRT(x,b) *-(f-fs)] + ITT(x,b) *-(g—gé)l

<6 { [RT(x,b)l + |TT(x,b)| },

waaruit, in verband met de integralen (7.17) en (7.18) volgt dat we voor
22(1,6) kunnen nemen \ b/2t

2
ag(r,d) =68 { exp N et at }.

42 0
Deze schatting is, wat de orde betreft, niet beter te krijgen, immers,
als we bijvoorbeeld kiezen
f - f5 = §cos 255 s & = gs =0,
Lt

dan zouden we in verband met (7.16') vinden

o

2
u (0,b) - u S(O,b) =S exp 2—5- cos 935
t t i 3 4t 2t
21w -
2
- b
=5 exp ( s+ 1).

Bij gegeven § kunnen we dus bepalen welke T-we moeten memen, om ervoor te

zorgen dat €, en €, van dezelfde orde van grootte zijn. De expliciete uit-

drukking veor u - u s is
2 b2 p/er t2
lu - uTﬁﬂ :_(;; + 1) w(t) + 6 {exp I_E + e dt}.
T
0

Dat deze schatting niet zo best is, hangt samen met het feit dat we slechts

zeer weinig informatie over de oplossing op de 1lijn y = b hebben gebruikt.
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Voorbeeld T.6. (zie ook [10], p. 18 e.v.). Het Cauchyprobleem voor de
3

potentiaalvergelijking in een begrensd gebied Q C R”, waarbij op een

deel 319 u = fo,au/av = g, gegeven zijn, en op 325’2 = 30 .\319 niets.
We nemen weer aan dat existentie en uniciteit (via Cauchy-Kowalewski) °
verzekerd zijn voor een keuze van fo en g;.

Een Carlemanfunctie G voor  en 8152 zal zijn een functie van de

driedimensionale vectoren x, £, en van de scalaire parameter t > 0, die

voldoet aan

1
(7-21) G(X,E,T) =|X"_€l+ G1(X,E,T)
en
(7.22) ﬁ;‘ [ {[G(x,i,r)|+|% (x,E,7) |} do, < T voor x& @ .
2.0 £
2

s ek 3 2,3
Hierbij is |x-g| = ( ] (x;-85)7)
i=1

de afgeleide m.b.t. £ langs de naar binnen gerichte

. G1(x,£,-r) een functie die harmonisch

is in @ , en '()/2)\)E

normaal, en do, een oppervlakte—element m.b.t. £. We willen nu het pro-

2
bleem
Au =0 in &
(7.23) u=rf op 81S2 .
su _
vy g op 32Q ’
u
hal + 1551 < op 30
behandelen.

Als we aannemen dat de Carlemanfunctie bekend is, dan kunnen we de ope-

ratoren BT(T >0) : F x G~ U definiéren als

1 : G
BT(f,g) =u =17 J {f—-g%fﬂl - G(x,s,r)g}dcg.
319

Als we voor F en G enigszins redelijke klassen van Cauchydata nemen, dan
vormen de B'r een regularisator; immers BT is lineair en continu, en er
geldt
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lim B (f,g) lim ﬁ- [ J (£ g—g—- - Gg)dcE
T+0 ™+0 39 3
1
(7.24)
3G Ju _ G _ ., du
. I i )40, J - o 2)40,].
329 | 329

Daar u en 3u/dv begrensd zijn op 329 gaat de laatste term naar O.

Als we weten dat de oplossing bestaat, zoals voor f = fo, g = gy dan
volgt dat de limiet (T7.24) gelijk is aan
lim ﬂ— J gG -G gu)do = u(x).
40 L \26 v 3
193
Opmerking T.2. Er is een sterk verband tussen de functies van Carleman
en van Green en Neumann. Wanneer G(x,£) in £ = x een enkelvoudige pool
heeft, dan geldt altijd

(7.25) u(x) =ﬁ;—{J + J P[0 2 -6 B, 50 vagp =

9,9 . JRY) ¢

Als we voor G de functie van Green nemen, d.w.z. G = 0 op 3% , dan vin-

den we u in termen van zijn randwaarden. Als we 3G/3v, = O op de rand

nemen, dan vinden we u in termen van de waarden van zijn normale afgé-
leide op de rand. Bij het Cauchyprobleem zouden we er voor willen zorgen
dat zowel G als BG/ng = 0 op het deel 819 van de rand, maar dit is
onmogelijk. Daarom willen we dat de integraal

j (lo] + |2 })ao

329

klein is.

Opmerking T.3. Een expliciete uitdrukking voor het verschil HuT 6-u|| is
niet moeilijk te vinden:
< |1d 3G _ , du
(1.26) [utx) = w g0l < = [ [0 2= o e, |+
2,0 £
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A [ - G _ - ]
+ Ilm J €3 £,) v, Glg - gg) doEIi
3.0
1
1

S 2+ oA (3,0) mexe ([o] + |3,
ge319 £
waarin .l\.(ia1 Q) het oppervlak van 8,9 is.
Opmerking T.4. In de uitdrukking (7.26) is de eerste term van de afschatting

te identificeren met e1('r), en de tweede term met 62(‘[,5), d.w.z.

51(1-) = M‘l‘t

1 3G
e (1,6) = - 6.4 (3,0). max (le] + | = ).
2 1 n ! £€d 0 Ve

Volgen we ons algemeen principe, dan kiezen we 51(1) en ez(r,tS) gelijk, zo

dat kan, of van dezelfde orde. Bij gegeven 8 is dan T te bepalen.

Opmerking T.5.Voor het tweedimensionale Cauchy-probleem gaat een en ander

analoog aan het driedimensionale probleem.
De Carlemanfunctie heeft dan de gedaante

(7.27) G (x,6,7) = 1n |x=¢] + G (x,8,7),
waarin x = (x1,x2) s, £ = (61,62) , |x| = (x12 + x22)%.

Voorbeeld T.5. Constructie van een Carlemanfunctie in het tweedimensionale

probleem, voor bepaalde punten van Q. We gaan over op de complete notatie:
z=x +1ix,, met x= (x1,x2), E=g +1 £ E= (51,52) willekeurig
punt.

Laat z € Q een zodanig punt zijn, dat
er een cirkel bestaat door z, waar het
deel 3,0 van de rand geheel binnen

ligt. Het codrdinatenstelsel is zo te

kiezen, dat de oorsprong in het middel-
punt M van de cirkel terechtkomt, neame- \ M /
lijk door een translatie [ + ¢ - Oy N s

Bovendien kunnen we ervoor zorgen dat

- Figuur 7.3
arg z = 0 door een rotatie r + ze - Y8 Z,
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De straal van de cirkel is dan |z|. Er geldt dan (z = |z]|):
1n(z=t¢) = 1n|z| + 1n(1 - % ).
Voor lcl < [zl geladt echtér
In(1 - £) --z T (&)

Termsgewijs differentleren levert

B oL T (B A
¢ - 2) 5-21(z> -

De functie

In(z=g) = 1n|z| + z (50
k=1

(7.28) ¢ (z,z,n)

is dan een Carlemanfunctie voor z, Q en 819. Immers

en

128 (z,z,n)] =

T l Z (S_)R"1 1‘ I |£In-1

- <
ken % 2 ~lz| = |z

in het inwendige van de cirkel. Er geldt nu

(7.29) j (letze,m)| + 128 (z,6,0)]) laz| <
9.9
1 I 'n-1

Izl 1z
N Py e Py

1(3,9) <
1 B \n-1

TT=s T

B
(;1-4'1)- 2

waarin

B= max [z]|, 1(3,2) = lengte van 3.Q.
2 : 2
;eaan

Door n voldoende groot te kiezen, is dit zo klein te krijgen als we maar

willen.
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Opmerking 7.6. Het karakteristieke van de methode van de regularisatie is,
dat de oplossing in een enigszins gedeformeerde vorm wordt gevonden ten
gunste van de stabiliteit. In de volgende sectie zullen we een andere methode
behandelen, waarbij we niet te maken zullen hebbén,met een oplossingsmethode
die uitgaande van de oorspronkelijke vergelijking de oplossing benadert,
maar waarbij het oorspronkelijke probleém zodanig wordt vervormd, dat het

verkregen probleem wel goed gesteld is.

T.3. Quasi=reversibiliteit

De nu volgende aanpak van onjuist gestelde problemen komt van Lions en Lattés
[9]. Om de naam "quasi-reversibiliteit" (afgekort tot QR) te verklaren,
moeten we terug naar voorbeeld T.3. We hadden daar te maken met een irre-
versibel fysisch proces, en met de vraag: hoe kom ik achter een vroegere
situatie, als de situatie nu bekend is. Met een foefje weten we in het wis-
kundig model de tijd wel om te keren: vandaar de naam quasi-reversibiliteit.
Meer over de relatie tussen mathematische modellen en irreverzibele processen
is te vinden in [2].
829

In deze sectie beschouwen we het
volgende probleem. Laat Q een open
gebied in Rr" zijn, met rand 3Q =
31QU329, en laat L een sterk ellip-

tische operator van de tweede orde in

34
& zign? Figuur T.4
n
(7.31) Lu = - Z_ Di(aij(x)Dju) + agu
1,j=1
waarin
(7.32) aijec‘”(?z), 8,® c"(Q), met redle waarden, voor het gemak
en
n n >
(7.33) z a..(x) £.£. > a Z £ (a, > 0),
i,3=1 1) 17 — 1 j=1 1 1
(7.34) ao(x) > ay > 0.
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Het probleem is nu de functie u te bepalen, die voldoet aan

.

Lu=h,h €C”(R), voor het gemak,

(7.35) ). 1.1|819 = f (gegeven),
u = g (gegeven)
v 819 : > ’

wat in het algemeen een onjuist gesteld probleem is. Een directe numerieke
benadering van (7.35) is daarom niet mogelijk. We merken op dat niet voor
alle paren (f,g) het probleem (7.35) een oplossing u heeft; we zullen aan-
nemen dat f en g zodanig zijn, dat het bestaan van u verzekerd is. Verder

is u eenduidig bepaald door (7.35). Als er twee oplossingen zijn, u; en u,,

2
neem dan het verschil w = u; - U, Hiervoor geldt
Iw =0 in Q,
oW
L = 0.
w|a19 B\)’31Q

De stelling van Cauchy-Kowalewski geeft w. = 0, als de coé&fficiénten van L
analytisch zijn. Dit geldt echter ook onder minder stringente voorwaarden.

We zullen hier niet verder op ingaan.

Definieer nu

d(x,32Q) = afstand van x tot 829, xeq.

Laat € een ("klein") positief getal zijn, dan definiéren we
1 als d(x,9,0) > 2¢

(7.36) M_(x) =4 0 als d(x,3,8) <e (xeq)
ec”(Q), met waarden tussen O en 1.

en

(7.37) Q = e\ {x | d(x,BQQ) < el.

De QR-methode bestaat er uit dat aan het probleem (7.32) een familie van

gemodificeerde problemen wordt toegevoegd, die wel goedgesteld zijn.
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We definiéren u als de oplossing van

L0Cm ) = U

(7.38) u
’ €

us’a19 =5 ?v_la1n - &
waarin L*'de geadjungeerde operator van L voorstelt (zie hoofdstuk 4 van
[ﬂ ). We zullen verderop bewijzen dat dit probleem goed gesteld is. De
operator die in (7.38) voorkomt, is van de vierde orde iane, en die op
het "onbekende" deel 9,2 van de rand zodanig degenereert, dat we daar geen
randvoorwaarden nodig hebben.

We zullen eveneens laten zien dat
(7.39) u >u alse >0,

waarbij de convergentie geschiedt in een zin, die we dan zullen aangeven.
We hebben dan het onjuist gestelde probleem (T7.35) benaderd door een familie
goed gestelde problemen.

Opmerking 7.8. Willen we een numerieke oplossing vinden van het oorspronke-
lijke Cauchyprobleem (7.35), dan kan dit nu via een gekozen gemodificeerd
probleem (d.w.z. voor een gekozen €) gebeuren. We hebben dan namelijk een
vierde orde elliptisch probleem, waarop de beschouwingen van hoofdstuk 6

over numerieke oplossingsmethoden van toepassing zijn.

Om te bewijzen dat (7.38) een goed gesteld probleem is, hebben we enkele
begrippen en stellingen uit de functionaal-analytische benadering van rand-
waardeproblemen nodig. Deze Hilbertruimte-methoden voor de behandeling van
elliptische randwaardeproblemen zijn in het eerste deel van dit colloquium,
in hoofdstuk 5, uitvoerig aan de orde geweest, zie [1]. We zullen hier en-
kele begrippen en stellingen even herhalen, en maken daarbij gebruik van
dezelfde nummering als in hoofdstuk 5, opdat het eventueel terugzoeken in

[1] gemakkelijker zal zijn.

Stelling L4.11. De ruimte van alle oneindig vaak differentieerbare functies
. © . . - 2
met compacte drager in Q Cc(ﬂ) ligt dicht in L°(Q).
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Definitie 5.1. Zij m een geheel getal > O, en 2 een open gebied in R™.
Dan is de m® Sobolevruimte
H'Y(Q) = {u|lue2' (), DPu e12(Q) voor lp| < m},

met inprodukt (.,.)m Q (of: (.,.)m) en norm ||.||m Q°
E ] t]

(uyv) = J pPupPy at.
m,Q |P _<_m Q

Merk op dat HO(Q) = LZ(Q), en dat de norm | de bekende L2—norm is.

‘HO

Uit deze definitie volgt
c(a)ca (@)er™()cr’() = 13(9) (k> m > 0).
Men gaat gemakkelijk na dat de injecties

D(a) & H(Q) &> H(Q) > 9(2) k>m> 0

continu zijn. Hier stelt @'(2) voor de ruimte van alle distributies in Q.
Stelling 5.1. H®(Q) is een Hilbertruimte.

Definitie 5.2. Hg(n) is de afsluiting van C:(Q) in H*(Q). (Hier stelt C:(Q)
de ruimte van alle oneindig vaak differentieerbare functies met compacte
drager in Q voor.) Deze ruimte kan men interpreteren als de deelruimte van
alle elementen u uit H'(Q) waarvoor

~ am-1u

=ﬂ = = — =0
0 avlasz m-1/90 .
v

ul

We zullen regulariteitseisen moeten opleggen aan het gebied Q. We eisen

het volgende:

Definitie 5.4. De rand 39 van een open gebied&]cﬁn heet glad, als er voor

elke x € 32 een open omgeving Wx van x en een afbeelding K, ven Wx op de bol

8" = {ylyeR", |y| < 1} vestasn zodenig dat
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(i) Ky is 1-1 en op en zowel k, als K;1 zijn Cm-afbeeldingen;

(ii) « (W nQ) = B:_I(= {yly eB”, Vo2 o})s

(i) « (W _n3Q) = By(= {ylyeB”, y, =0} =B
Het komt er dus op neer dat plaatselijk de omgeving van de rand moet 1ij-
ken op een deel van de bovenhalfruimte lRi. Een open gebied QcR® zullen
we regulier noemen, als

(i) @ begrensd is;

(ii) 239 glad is;

(iii) @ aan é&n kant van 3Q ligt.

In hoofdstuk 5 is bewezen: wanneer Q regulier is, en Q cQ_, dan geldt:

1’
een functie u behoort tot HT(Q) <==> u is de restrictie tot Q van een
functie v eng(Q1 ).

Stelling 5.7. (Sobolev). Wanneer QcR® regulier is, en m > 121- + k, dan is

12(2) c cX(@).

Stelling 5.11. Zij @ regulier. Als uecm‘1(5)n}r‘3(n), dan geldt:

3% 1y

= 0.
a\)m-1lam

ul, =28
Q avlan

In datzelfde hoofdstuk 5 hebben we aan elliptische operatoren bilineaire
vormen toegevoegd. Het zou te ver voeren om hier precies aan te geven hoe
dat allemaal gegaan is. We zullen hier daarom een min of meer heuristische

beschouwing geven. Bekijken we eens de vergelijking
(7.4%0) Lu = f in Q,

en laat ue 92'(Q) een distributionele oplossing van deze vergelijking zijn,
d.w.z. voor alle ¢eCZ(Q) geldt

<Lu,¢> = <f,¢>.

Als feLg(Q) en als u voldoende glad is, dan volgt hieruit
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n . .
1 J -
(7.41) § (a;D7u, DU0)y o+ (agusd)y o = (£,0)4 o

i,3=1
Definifren we voor u en veH (Q) nu E(u,v) door
n i 3
E(u,v) = : §_1 (aijD u, D V)O,Q + (aou,¢)0
,3=

dan is (7.41) ook te schrijven als

E(u,¢) (f,q;)o’Q voor alle ¢€.CC(Q).

En ook

1
E(u,v) (f,v)o g Vvoor alle veHO(Q),

immers, de functlonaal v > L(u,v) is bij vaste u begrensd op H (Q) en
C (Q) ligt dicht in H (R). Dit bracht ons ertoe het probleem vergellelng

(7.140) op te lossen te vervangen door
2
gegeven: f el (Q)

gevraagd:u eHé(Q) zodanig dat

E(u,v) = (£,v) voor alle veH;(Q).

0,9

Door te eisen dat ueH‘(Q) moet zijn, eisen we (zie stelling 5.11) dat u
in een gegenerahseerde zin aan de randvoorwaarde u|as2 0 moet voldoen.
Door 1.p v. ueH, (Q) te eisen ueV met V een gesloten deelruimte van H (Q)
die HO(Q) omvat konden we de randvoorwaarden variren. Voor details zie
men sectie 5.2 van [1]. We zullen de bilineaire vorm E(u,v) niet nodig
hebben; de invoering ervan diende ervoor te memoreren hoe aan elliptische
differentiaalvergelijkingen bilineaire vormen kunnen worden toegevoegd.

De volgende stelling (uit hoofdstuk 5) vertelt ons wanneer zo'n probleem

oplosbaar is.

Stelling 5.16. Zij H een Hilbertruimte, en V een lineaire deelruimte V van

H die dicht ligt in H. Laten we het inprodukt in H aangeven met (.,.)H,

gedefinieerd

en de norm met ||. IH’ Laat verder op V een inprodukt (. ,.)V
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zijn, en V in dit inprodukt een Hilbertruimte zijn, waarvan we de norm

aangeven met | . Verder nemen we aan dat er een k, > O bestaat zd dat

ly 0
vl 1y < gl 1911y

Laat verder gegeven zijn een bilineaire vorm B op V, waarvoor geldt

(i) B is begrensd op V, d.w.z. er bestaat een k > 0 z§ dat

|B(u,v)| < k||u] IV | ] IV voor alle u,veV;
(ii) B is sterk codrcief, d.w.z. er bestaat een constante ¢ > 0 z8 dat
B(u,u) > c||u] Is voor alle uev.

Dan geldt: er bestaat bij iedere f €H precies &én ueV zodanig dat
B(u,v) = (f,v)H voor alle veV.

Tenslotte citeren we een stelling die ons zegt wanneer een gegeneraliseer-

de oplossing tevens klassieke oplossing is.

Stelling 5.31. Laat Q regulier zijn, feC (R) en u€H1(9) een gegenerali-
seerde oplossing zijn van de vergelijking Lu = £, d.w.z. <Lu,¢> = (f,(b)0 a

co [ ?
voor alle ¢ecc(n).- Dan geldt u eC ().

Na zo genoemd te hebben welke stellingen we uit de Hilbertruimte-
theorie nodig zullen hebben, beginnen we met het eigenlijke bewijs dat
(7.38) een goed gesteld probleem is, en dat u_ *u in een nog nader aan

te geven zin als € > 0.

Lemma T7.2. Voor de operator L zoals gedefinieerd in (7.31) geldt dat er een

constante a > 0 bestaat zodanig dat

(7.42) (I..«15,¢)0’Q > alle] lf’g voor alle ¢6CZ(Q).

Bewijs. Er geldt, wegens de eigenschappen (7.33) en (7.3k)
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n _
(L‘ia,cta)o,Q - J ) (Di(aijbjmq» dx + f ao¢2 ax

Q i,j=1 Q

n
2
..(D. D.
JQ i,§=1 alJ( J¢)( l¢1>)dx + JQ a " dx

J 4 2 2
a L (D.9)°dx + o J < dax
Vg gz 2 °Jgq

|v

. 2
1m1n(a1,ao) . ||¢|]1’Q.
Met behulp van Cauchy-Schwarz volgt er uit (7.L42)

2 2 «
const. | 1281 1o gl 1601 g 2 16112 o 2 118112 voor alle ¢ ec(a).

Lemma T.3. De operator L is zelfgeadjungeerd,. d.w.z. L = L*, en verder

geldt dat er een constante B > 0 bestaat zd dat

2 )
(7.43) (L"L0,)g o 2 B [9]15 o voor alle ¢ € ] (a).

Bewijs. Volgt via partié€le integraties en gebruikmeking van eigenschappen
(7.33) en (7.34).

Het bewijs dat (7.38) een unieke oplossing heeft verloopt nu als volgt.

We voeren eerst een ruimte V© in van functies v die (in een gegenerali-
seerde zin) voldoen san homogene randvoorwsarden op het deel 3152 van de

rand 32, en die aan geen enkele voorwaarde op het andeie deel 829- van de rand
hoeven te voldoen. We voegen verder aan de operator L, MgL een bilineaire
vorm n° op vE toe, en bewijzen dat deze voldoet aan de eisen van stelling
5.16, met V = V5, H = LQ(QE), zodat we de existentie en uniciteit bewezen

hebben van een oplossing v, ven
€ €
T (ve,v) = 0 voor alle veV .

Tenslotte bewijzen we dat u, = u - v_voldoet aan (7.38).
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Definitie 7.1. Met de ruimte V® zullen we aangeven

€

Ve = {viM_v eng(n), M _Lv €L2(Q)},

met de norm

HIVIT = TMZv] ]y o

Opmerking 7.9. We zien dat inderdaad aan v in de buurt van 3,0 geen eisen

worden opgelegd.

Opmerking 7.10. Wanneer veC(E(s)r\Ve voor alle § > ¢, dan zijn v en %

op dat deel van 3,0 dat tevens rand van @, is, gelijk aan nul. Dit volgt

§
uit stelling 5.11.

Lemma T.4. De ruimte V° voorzien van de norm [[]+]]] is een Hilbertruimte.
Bewijs. Laat § > ¢ willekeurig zijn. Daar ME >K > 0op 96’ geldt er

1M7L o 2 Kl [T [, -

Zij mu n > 8 willekeurig, en beschouw functies ¢eCZ(QG). Voor zulke func-
ties ¢ geldt i.v.m. lemma T.3

<LLg,¢> > const.||¢| ]2 9
- ’

ofwel

2 =
||L<t>llo,Qes (h»,m»)o,g(S > 2

Hetzelfde geld‘b den als ¢ eHy (sz ) daar C” o (2 ) dicht in Hy (9 ). Omdat elke
functie veH (Qn)r\V te zien is als een beperklng van een functle uit
0(95), geldt dus

]]Lv”é’n‘s > const.||v| ]2,9 » voor alle veV®
n

zodat we hebben gevonden

[1]v]]] _>_const.”v|]2’9 .

Hieruit volgt het lemma.
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Definitie 7.2. We voeren nu een bilineaire vorm in, t.w.
e -
m (u,v) = (MELu, MELV)O’Q,

€
voor alle u en vev .,

Lemma T7.5. V¢ en n° voldoen aan de volgende eigenschappen:

(1) v© ligt dieht in B = {v|M ver®(@)} (met [v] _ = [M_v|l , )
(ii) de injectie vE e H® is begrensd; H ’
(iii) 7°(u,v) is begrensd op V%;

(iv) n's(u,v) is sterk coércief over VE.

Bewijs.
(i) Dear C7(Q) reeds dicht in L2(Q) 1i , volgens stellin
¢ g
geldt hetzelfde voor VE.

(ii) ||v||0 q < const.HLvHO g voor alle n > & > e, zie lemma
] ]
T.2. We passen hier eenzelfde truc toe als in het bewijs van lemma T.L.
(iii) [v%(u,v)| = M Tu, M Iv), o < |[[ul|] = |]|v]]]-
e € o € 0,0 2
(iv) «(v,v) = [ v ]S = [[Ivll]
]

Wegens dit lemma kunnen we de Hilbertruimte-theorie van hoofdstuk 5 van
deel 1 van deze syllabus [1] toepassen. Er volgt, i.v.m. stelling 5.16,

dat er precies één 'veeVE bestaat die voldoet aan

(7.44) ne(ve,v) = 0.

Dit betekent dat Ve voldoet aan de vergelijking
* 2
(MELve, M€L¢)O’Q = (L MELve,«b)o’Q =0
voor alle ¢ eCZ(Q), zodat v_ in gegeneraliseerde zin voldoet aan
»* 2
(7.45) L'M°Lv_ = 0.
€ €

Daar het rechterlid een element is van C (2), en v, eHg(Qe), volgt i.v.m.
stelling 5.31 dat ueCw(ﬁd) voor alle § > e, zodat aan (T7.45) ook in klas-

sieke zin voldsan is.



62

We zijn nu in staat de volgende stelling te formuleren.

Stelling T.1. Laat L gegeven zijn zoals in (7.31) t/m (7.34) en Q een
regulier gebied zijn. Laten f en g verder gegeven analytische functies

zijn, zodanig dat er een unieke ueC () bestaat die voldoet aan
[
Lu=h in @,
(7.35)
u =f 2u =
I av|a1n €:

—_ € .
Dan geldt: er bestaat een unieke ut.:eCm(QE NV die voldoet aan

"
>

UMPLu_ = L™W%h.
€ € €
(7.38)

3u€
ela,a £ 35

u |a1n =8

\

Bewijs. Laat v, gedefinieerd zijn als in (7.44). Beschouw

(7.46) u =u-v.

€

u

Er geldt dan uee(l(ﬂe), en verder u Q=75 33:l3 Q = & Uit (7.46)

€|d 1

volgt verder !

2

C%u = UVPLu - LM v = L%k,
€ € € € € €

Nu de existentie en de uniciteit van de oplossing van het gemodifi-
ceerde probleem (7.38) is bewezen, rest ons te bewijzen dat (7.38) een
goed gesteld probleem is, d.w.z. dat u continu afhangt van f en g; ver-
der moeten we nog het verband aangeven tussen u en u_. We beginnen met
het laatste.

Stelling T.2. Laat u de oplossing zijn van het oorspronkeli jke probleem
(7.35), en u_ ven het gemodificeerde probleem (7.38). Dan geldt

u =uin Q .
€ €
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L3S, . . . . ldoet
Bewijs. De functie Ve uit de vorige stelling voldoet aan

DMLy = 0
€
(7.47) .
v = £ = 0.

Er geldt echter

JQ (L*(Mva1))v2dx = L} (M_Lv, ) (M_Lv,)ax

voor functies v, en v, eVe, zodat geldt

2 _ 2. _
||M€Lve| Io = JQ (M _Lv )%ax = 0,

waaruit volgt dat Lv_ =0 in Q_. Tezamen met (7.47) volgt nu het resul-

taat.

Opmerking 7.11. We hebben het bewijs gegeven voor het geval dat de coéf-

ficiénten van L en randfuncties analytisch zijn, en a.o(x) > ay > 0. De
stellingen blijven doorgaan voor het geval dat de co&ffici&nten en rand-
functies minder glad zijn, en ook voor ao(x) = 0. Hiervoor is men verwe-

zen naar [9] . Het bewijs voor deze gevallen is in essentie hetzelfde.

We geven nu een numeriek voorbeeld. 4y
Voorbeeld 7.6. Beschouw de rechthoek =0
(figuur 7.5) 4
-1 <x< 1, g. }n
£E—4 ¥

0<y< 1.

P |

We zoeken de oplossing van

Tt

Figuur 7.5

v



2 2
Au = 2—%-+ 2—% =0,
9x dy

(7.48)

! u(x,0) = £(x) gegeven,

uy(x,O) = g(x) gegeven.

Op dit probleem willen we de zojuist beschreven methode toepassen. We

worden ertoe géleid het volgende probleem op te lossen

(

AM2Au_ = 0,
€ €

(7.49) u_(x,0) = £(x),

auE
3§+ (x,0) = g(x).

-

Om (7.49) numeriek aan te kunnen pakken leggen we een rooster over de
rechthoek Q met roosterafstanden £ = 1/J langs de x-as en n = 1/L langs
de y-as, waarin J en L gehele positieve getallen zijn. We kiezen Me Z0,
dat hij gelijk is aan nul op de randen die niet samenvallen met de x-as,
en ook op de roosterlijnen parallel met deze randen. We kiezen voor de

operator A een discretizering, zoals bijvoorbeeld in sectie 6.1 gebeurd

is:

L, Ly L,
(6.4) D = L, L, L, ,

L, Ly L
waarin

1 =2 -2 2
Ly =3 £ (1#6y), L, =€ (y=-6),
o 20 o o2

(6.5) Ly=& (v1) , L, ==2y¢ ,

p=E&/n ‘ s Y reéle parameter.
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We maken hier gebruik van de in hoofdstuk 6 ingevoerde notatie. Geven we

met 'ﬁ[j ,l:] aan u(j£,1ln), dan worden we geleid tot het matrixprobleem
r

DMDifj,1] =0, - <§<J, 221 <L,

(7.50) ﬁ ifj,0] = ¥[5], =0 < <7,

& 0. -l = gl v <5 < 0

Dit probleem moet nu met een of andere numerieke techniek worden opgelost.

Opmerking 7.12. De schrijver van dit hoofdstuk was bij het ter perse gaan

van dit boek nog in een correspondentie gewikkeld met J.L. Lions ([9])
over de juistheid van een bewijs van de eigenschap dat u_ continu afhangt

van f en g. Het is dus helaas niet mogelijk het bewijs hier op te nemen.
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8. OVER DE INVLOED VAN NUMERIEKE FOUTEN BIJ VARIATIEBEREKENINGEN

Vele randwaardeproblemen uit de mathematische physica zijn ook te
formuleren als variatieproblemen (zie o.a. [1] s [?ﬂ » [, [5], [€] en 7).
De laatste vorm heeft het voordeel dat vask met vrij weinig rekenwerk al
vrij goede benaderingen voor de oplossing van het probleem zijn te vinden;
in het bijzonder wanneer de rand een mooie vorm heeft en de randvoorwaarden
van eenvoudige aard zijn, omdat dan gemakkelijk goed hanteerbare, bij het
probleem sangepaste, variatiefuncties te construeren zijn. Voor de bereke-
ning maakt het dan weinig verschil of men met eindige of oneindige gebie-
den te doen heeft, terwijl ook de dimensie van het probleem geen grote
rol speelt.

In dit opzicht is de variatiemethode in het voordeel tegenover de
differentiemethode (vgl. hoofdstuk 6), omdat bij deze laatste methode
het rekenwerk bij groter wordende dimensie aasnzienlijk toeneemt. Bij ge-
bieden met gecompliceerde rand is de differentiemethode vask weer beter.
Een nadeel van de variatiemethode is bovendien, dat de nauwkeurigheid van
de resultaten, vooral bij numerieke berekeningen, nogal sterk afhangt van
de keuze van de variatiefuncties. Dit laatste aspect, dat van de numerieke
stabiliteit, is uitvoerig onderzocht door Michlin en medewerkers (zie Bﬂ,
waarin talrijke voorbeelden zijn gegeven).

In dit hoofdstuk kiezen we als voorbeeld om de invloed van numerieke
fouten aan te demonstreren de Rayleigh-Ritz methode voor het oplossen van
eigenwaardeproblemen. Daarbij volgen we niet de methode van Michlin, maar,
in navolging van Delves [2], een methode die wat directer aansluit bij de
rekenpraktijk.

In principe levert de Rayleigh-Ritz methode voor elk van de eigen-
waarden een bovengrens, die met het toenemen van het aantal variatie-
parameters monotoon convergeert naar de werkelijke waarde. Numerieke be-
naderingsfouten kunnen echter leiden tot aanzienlijke afwijkingen,
zelfs zodanig dat de berekende Rayleigh-Ritz waarden kleiner worden dan

de werkelijke waarden, terwijl ook de monotonie niet meer gegarandeerd is.
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Om een betrouwbare bovengrens te verkrijgen moet een schatting voor
de numerieke fout in rekening worden gebracht. Dit leidt in het algemeen
tot onnodig hoge bovengrenzen. Door Delves Bﬂ is een correctie op de
Rayleigh-Ritz methode voorgesteld, waardoor het effect van de afrondings-

fouten verkleind kan worden.

8.1. De Rayleigh-Ritz methode

We beschouwen het eigenwaardeprobleem
(8.1) H - N)y=o,

waarbi] ;{ en.ﬁf zelfgadjungeerde elliptische differentiaaloperatoren
zijn, gedefinieerd op een gebied & c.Rn,JV'positief definiet, terwijl de
oplossing Y moet voldoen aan zekere homogene randvoorwaarden op de rand
89 (Neumann-, Dirichlet- of gemengde randvoorwaarden). Zij nu W de ver-
zameling van alle functies x die voldoen aan de gestelde randvoorwaarden,
die bovendien continu zijn op 9 + 8Q, terwijl zowel ;( x als JV’X continu
zijn op Q. Dan zijn volgens het variatieprincipe ([__1]‘, [3:] s [)4:] ’ ["{]) de
eigenwaarden van (8.1) gelijk aan de stationaire waarden van de functio-

naal

(8.2) Alx] = J xHx ax J wx ax, x ew.

Q Q
Bij de Rayleigh-Ritz methode worden nu van te voren een aantal lineair
onafhankelijke basisfuncties ;= W(i=1,...,m) uitgekozen. Als variatie-

functies worden dan toegelaten de functies Xp Ven de vorm

m

(8.3) Xy = .Z 8, 65, ¢, W, i=1,...,m,
1i=1

waarbij de m getallen a; de variatieparameters zijn. Men varieert dus

slechts binnen de .m-dimensionale lineaire deelruimte wmc: W opgespannen

door de m functies 6.
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Substitutie van X VOOT X maskt van de beide integralen in (8.2)
kwadratische vormen in de parameters a;. De stationaire waarden van A[iéJ
worden gevonden door de afgeleiden naar a; gelijk aan nul te stellen. Dit
resulteert in m homogene lineaire vergelijkingen voor de parameters a;

te schrijven als een matrix-eigenwaardevergelijking van de vorm
(8.4) # - AuN] a=0.

Hierin zijn H en N symmetrische m x m-matrices, N positief definiet, met

elementen

(8.5) B, - j o, H o, ax, W - f o; Moy ax

Q Q
en is a = (a1,...,am) de m-vector van variatieparameters. Wanneer het
probleem (8.1) een kleinste eigenwaarde AO heeft, dan zijn de eigenwaarden
Au van (8.4) steeds groter dan of hoogstens gelijk aan de corresponderende
eigenwaarden A van (8.1), omdat de variatieruimte W groter is dan de
Rayleigh-Ritz ruimte Wm. In het algemeen is de afwijking bij de lagere
eigenwaarden kleiner dan bij de hogere. Heeft het probleem (8.1) ten-

minste m + 1 discrete eigenwaarden A, dan geldt echter steeds

k

(8.6) AL <A <X

k = M (k=0,1,...,m-1),

k+1
waarbij beide series van eigenwaarden in volgorde van grootte genummerd
zijn. v

Voegt men nu aan de m basisfuncties ¢i een nieuwe basisfunctie ¢m+1
toe, dan zullen de eerste m eigenwaarden Au van dit nieuwe (m+1)-dimen-
sionale Rayleigh-Ritz probleem, omdat het variatiegebied weer uitgebreid
is, kleiner zijn dan of hoogstens gelijk aan de corresponderende eigen-
waarden van het m-dimensional probleem.

Op deze wijze verkrijgt men met toenemende m voor elke k = 0,1,2,...
een monotoon dalende rij van getallen Auk’ die convergeert naar de gezochte
eigenwaarde Ay Vvan het probleem (8.1), terwijl onder bepaalde condities
(zie bv. [3]) de bijbehorende rij functies Xk convergeert naar de bijbe-

horende eigenfunctie Yy
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In het algemeen verkrijgt men al vrij gauw een redelijke benadering
voor de laagste eigenwaarden, ook wanneer de eigenfunctie nog vrij slecht
benaderd is. De reden daarvan is, dat de functionaal A[}] in feite kwa-
dratisch is in x, zodat een eerste-orde fout in x in de buurt van een
stationair waarde Ak van A slechts resulteert in een tweede-orde fout voor
Ak. Daar men meestal meer geinteresseerd is in de eigenwaarden dan in de

eigenfuncties, wordt dit niet als een bezwaar ondervonden.

8.2. Afrondingsfouten

De in de voorgesande paragraaf vermelde resultaten, in het bijzonder
de ongelijkheid (8.6), zijn alleen geldig wanneer de berekeningen exact
uitgevoerd kunnen worden. In de numerieke praktijk is dat niet meer het
geval. Allereerst hebben we daar te maken met fouten bij de berekening
van de matrixelementen Hij en Nij uit (8.5), ten dele veroorzaakt door het
rekenen met eindige precisie (bepaald door de woordlengte van de computer) ,
ten dele veroorzaskt door het gebruik van approximatietechnieken bij het
numerieke integreren. Deze laatste foutenbron is meestal overheersend.
Tengevolge van deze fouten is het matrixprobleem, dat we gaan oplossen,

niet het probleem (8.4), maar in feite het probleem
(8.7) Z+n- xc(zvm)] b=0

waarbij % en n de fouten zijn in de berekende matrices. Omdat dit een
iets gewijzigd probleem is, hebben we de eigenwaarde nu Xc genoemd en
de eigenvector b.

Een tweede foutenbron is gelegen in de numerieke berekening van de
eigenwaarden Ac van (8.8). De daarbij optredende fout is echter in het
algemeen klein t.o.v. de fout veroorzaskt door het niet nul zijn van h
en n. Bovendien kan de eigenwaardeberekening gemakkelijk verbeterd worden
door met meervoudige precisie te werken, zonder dat dit teveel extra reken-
tijd kost.
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Ook de matrixelementen kunnen in principe nauwkeuriger berekend worden,
maar dat kost (waar men gewoonlijk met meerdimensionale integraties te

doen heeft) aanzienlijk meer tijd. We zullen daarom in het vervolg aan-
nemen, dat de fouten in de variatieberekening alleen veroorzaaskt worden

door het niet nul zijn van de foutenmatrices % en n.
Opmerking: De matrices # en n zijn te beschouwen als symmetrische matrices,
omdat wegens de onderstelde symmetrie van H en N slechts de integralen

van (8.5) met i > j (of omgekeerd) uitgerekend worden.

Een schatting ven de fout in de berekende eigenwaarden

We zullen nu een bovengrens bepalen voor de afwijking van de uit
(8.7) berekende eigenwaarden Ac van de eigenwaarden Au van (8.k4), die b%j
exacte berekeningen gevonden zouden zijn. Door vermenigvuldiging met N °
brengen we de vergelijkingen (8.4) en (8.7) in de vorm
(8.8) [# - AuI] a=o0,

(8.9) H+n- Acﬁ - ACI] b=o0

waarbij I de eenheidsmatrix is en

- -~ - ! 21
(8.10) H=NZ2HN?®, h-xn=1v§(h-xcn)1v2,

i

Q)
[}
=
Q
o
[}
El\)l
o

Uit een theorema van Gerschgorin volgt dan |8, p. 93| voor het

verschil van de kde eigenwaarden:

= = el D[] D

waarbij voor de norm gekozen kan worden uit de drie mogelijkheden

(8.11) |x < ”Z-Ack;zu <

uk - Ack
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= A..
lall ;= = ] Ia
“A”°° = max Z ‘Aijl = |l4 I 1°
i
llall 5 = 2;.3 { ||Az|| 5 / ||| o = ]

In de laatste formule is ||z|| , de gewone euclidische norm van de vector
x en Ama.x de in sbsolute waarde grootste eigenwaarde van de matrix 4.
Voor de beide andere normen geldt |A . | < llall < IA oyl s waarbij A .
de in absolute waarde kleinste eigenwaarde is van A. De in (8.11) vermelde
bovengrens voor de afwijkingen kan zeer groot worden, als de matrix N
kleine eigenwaarden heeft. Het kan daardoor voorkomen, dat wanneer de af-
wijking naar beneden uitvalt, de berekende eigenwaarde Ack zelfs nog
kleiner wordt dan de werkelijke eigenwaarde )‘k van het probleem (8.1),
zodat )‘ck zelf beslist geen betrouwbare bovengrens is.

De bovengrens (8.11) voor de afwijking is duidelijk het kleinst voor
||n||= 0. Dat is onder meer het geval wanneer de basisfuncties ¢, zo ge-
kozen zijn dat ze orthogonaal zijn t.o.v. de operator lN) (Het verdient
daarom aanbeveling bij numerieke berekeningen de basisfuncties, als het
enigszins kan, steeds orthogonaal, of tenminste bijna orthogonaal te
kiezen. De voorbeelden gegeven in [6] spreken in dit opzicht duidelijke
taal). Door een simpele hernormering kan de matrix N dan tot de eenheids-
matrix gemaakt worden. Is de meximale fout bij de integratie gelijk aan €,
dan vinden we in dit geval

(8.12) B < ||#]| <me, N+n=1I,

uk - )‘ckl

een schatting, die er in de praktijk meestal niet ver naast is.
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De schatting (8.11) bevat nog de onbekende matrix N 2 en is daarom
in de praktijk moeilijk te hanteren. Een wat bruikbaarder schatting, die
bovendien nauwer aansluit bij de in de praktijk gevolgde rekenmethode,
wordt verkregen door inplaats van met N%, zoals bij (8.8) en (8.9), te
~transformeren met de triangulaire matrix L verkregen uit de Cholesky
decompositie

(8.13) N+n=LTL

Dan krijgen we uit (8.4) en (8.7) de vergelijkingen
(8.14) [E + A= quj a=0,

(8.15) [H+h-xc.r]b=o,

T

-1 " L-1

waarbij A = L en analoog voor A en %, terwijl @ = La en b =Ib. ﬁ,

h en % zijn weer symmetrisch.

Voor het verschil van de eigenwaarden krijgen we nu de ongelijkheid

T
~ -1 -1
(8.16) 1n, - gl < =yl < 15 1L sl Crlls Dl il
S 1T -
Daar A . = Ay :-IAuk - Ackl’ volgt hieruit (met w = |[|L []1277]]):
g + oo llnll
A < - a1 A > s wllnll <1,
1= wlln]]
(8.17)
AL+ h
)\ i _cuﬂ_”.als A < .
BT e uinll .

De bovengrens (8.17) voor Auk’ die wegens (8.6) ook een bovengrens is

voor de werkelijke eigenwaarde A, van (8.1) (dit in tegenstelling tot

k

Ack 2elf), kan op vrij eenvoudige wijze uitgerekend worden, omdat ook bij

de numerieke methode om het probleem (8.7) op te lossen matrix L gebruikt

wordt om (8.7) te herleiden tot de standaard vorm (8.15), zij het op iets

. .. . . . - -1
efficientere wijze dan door voor- en navermenigvuldiging met L ! en L .
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Omdat de schatting (8.16) nogal grof is, ligt deze bovengrens (8.17)
meestal hoger dan nodig is. We zullen daarom voor de kleinste eigenwaarde
. AO, waarin we meestal het meest geinteresseerd zijn, een lagere bovengrens

proberen te berekenen.

8.3. Een andere schatting voor de bovengrens

De kleinste eigenwaarde kuO van de vergelijking (8.L4) is de beste
bovengrens voor de gezochte kleinste eigenwaarde AO van (8.1) binnen de
Rayleigh-Ritz klasse (8.3) van functies Xps omdat AuO het minimum is van
de functionaal A[kna. Met de notatie ingevoerd in (8.5) kan deze functio-

naal ook geschreven worden als
(8.18) AMx] = r[a] = aHa / ala.

De eigenvector ao 0

parameters, waarvoor (8.18) precies zijn minimumwaarde Au aanneemt.

behorende bij de eigenwaarde Xu is dat stel variatie-

0

In die zin is de vector aO dus optimaal. Evenzo is de eigenvector bo ge-
vonden bij de laagste eigenwaarde AcO van het probleem (8.7) optimaal

in die zin, dat daardoor het quotient
T T
(8.19) Ac[b] =b (H+h)b /b (N+n)b

geminimaliseerd wordt. Daar echter ch’ tengevolge van de fouten 4 en 7,
geen betrouwbare bovengrens is voor de werkelijke eigenwaarde AO’ hebben
we aan dit optimum niet zoveel. Een betere waarde voor de vector b zou een
waarde zijn waardoor het getal (8.19) wel wat groter wordt, maar de fout
|Au - Acl zoveel kleiner dat een echte bovengrens, zoals bijv. (8.17),
masr dan met de waarde (8.19) voor Ac gesubstitueerd, zo klein mogelijk
wordt. Nog beter is, het als b toch gevarieerd wordt, een bovengrens

niet via (8.14) en (8.15), maar direct uit (8.18) en (8.19) af te leiden.

Dat zullen we nu doen.
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7Zij b een willekeurige m-vector en het getal A gedefinieerd door

b
_ _,T T
(8.20) A, = A[b] = b7HD / b7HD.
Dan geldt, omdat Auo het minimum is van de functionaal (8.18):
(8.21) Mo S

Voor het verschil in waarden berekend met b uit (8.19) en (8.20) geldt nu:

_ LT T
(8.22) xc - s b (h - Abn) b/ b P,

waarbij we gemakshalve A, = Ac&ﬂ = P = N + n geschreven hebben. Uit (8.22)
volgt nu als schatting voor de fout

(8.23)  [a_ = Al < |12 Cllall « Dyl llnll) /7 "

Voor Ab zelf vinden we dan de bovengrens

A, + 8]l

A< als A, > O en 8|[|n[| < 1,
b —
1 - 8|[n]|
(8.24)
A, +8lmll
A < als A\, < 0,
b 1+ 8 ||n]| b
(8.25) g = ||p]| 2/ bmp

De bovengrens (8.24), die wegens (8.21) ook een bovengrens is voor AO’

1ijkt veel op die afgeleid in (8.7). Een voordeel is echter, dat deze
bovengrens niet vast ligt, omdat we niet zijn uitgegasn van de uit (8.7)

berekende eigenwaarde Ac Bovendien zijn de getallen xc en B gemakkelijk

0
uit de formule (8.19) en (8.25) te berekenen.
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Door b te varieren kan nu getracht worden de bovengrens (8.2L4) zo klein
mogelijk te maken.

Door Delves [2] is een iteratief schema aangegeven om (8.2L) te
minimaliseren. De resultaten van zijn numerieke berekeningen laten zien dat

de uit (8.2L4) bepaalde bovengrens inderdaad beter is dan de bovengrens

(8.17).

Bovenstaand, door Delves voorgestelde, variatiemethode heeft het
voordeel dat, inplaats van de onbetrouwbare schatting uit de Rayleigh-Ritz
berekening, een echte bovengrens wordt verkregen voor de kleinste eigen-
waarde XO van het probleem (8.1) (en door een kleine wijziging ook van de
andere eigenwaarden). Het belangrijkste voordeel van de Rayleigh-Ritz
methode lag echter in het feit dat het minimum van A[xm] direct berekend
kon worden als de kleinste eigenwaarde van vergelijking (8.4). Bij de
methode van Delves moet het minimum weer bepaald worden door variatie van
de parameters en dat kost in het algemeen veel meer rekentijd dan een
eigenwaardebepaling. Voor het voordeel van de betere bovengrens van Delves

moet dus toch weer betaald worden.
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9. SINGULIERE STORINGSPROBLEMEN VOOR ELLIPTISCHE DIFFERENTIAAL-
VERGELIJKINGEN

9.1. Probleemstelling

We beschouwen het volgende randwaardeprobleem:
In een begrensd gebied G van het (x,y) vlak voldoet de functie 9 (x,y,

aan de elliptische differentiaalvergelijking

(9.1) L [e] =er,fo ] + L[] =n(xy), 0<e <<,

waarin de operatoren L2 en L, gedefinieerd zijn door

2
C(XJ) + d(x:y) = +
3Y

2
(9.2) L, = a(x,y) — + 2b(x,y)

8x Bxay

+

e(x,y) & oy fx,y)

en

(9.3) L, = p(x,y) + q(x,y) - + s(x,y).

Langs de rand T van het gebied G voldoet ¢€(x,y) aan de randvoorwaarde
(9.4) o (x.y) | = (x|

We maken de volgende veronderstellingen aangaande de coefficiénten en het
rechterlid van (9.1):
1%, a,b,...,fsp>q,8 en h behoren tot de klasse c*(E), d.w.z. deze functies
zijn HSlder-continu met exponent a in G u T
2%. voor alle (x,y)€G in alle («E,n)€|R2 geldt
a(x,y)€2 + 2b(x,y)En + c(x,y)n> > m(g%+n°)
met m een positieve constante (d.w.z. L2 is uniform elliptisch);

3€. g(x,y) < 0 in G.

We maken vervolgens de volgende veronderstellingen aangaande de randvoor-

waarde:

e . . as . .
1°. de rand T is glad, d.w.z. er bestaat een eindig aantal cirkels die de
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rand I' bedekken en in elke cirkel kan de rand gerepresenteerd worden

door de vergelijking
x =g (y) of y=gy(x),

waarin g1(y) en g2(X) H6lder-continue afgeleiden van de tweede orde met
exponent o bezitten;
2¢, ¢(x,y) bezit in elke cirkel op de rand T als functie van x of y HSlder-

continue afgeleiden van de tweede orde met exponent a.

Volgens het existentiebewijs van Schauder ([1], pag. L6 of [é], Hoofd-
stuk IV, §7.2) bezit dit randwaardeprobleem voor e positief en voldoende
klein (g + €f mag niet positief worden in G) een ondubbelzinnig bepaalde

oplossing @e(x,y)éic2+a(G).

Opmerking 9.1. De eis dat de randfunctie ¢ op I' glad moet zijn kan afgezwakt
worden tot de eis dat ¢ op T continu is, indien men gebruik maskt van
"interne" Schauder schattingen (zie [f], pag. 50 of [?], Hoofdstuk IV, §7.2).

Na nog enkele beperkingen op te leggen aan de parameters van het probleem
(co&fficiénten, rechterleden, vorm van I') zullen we in dit hoofdstuk een
expliciete asymptotische oplossing van het randwaardeprobleem construeren;

we zullen namelijk een functie ¢1(x,y;a) geven met de eigenschap:
(9.5) 0. (x,¥7) - 0,(x,¥3¢) = R (x,¥3¢),

waarin de restterm R1(x,y;e) "pijna overal" in G uniform van de orde O(e)
is. De uitdrukking "bijna overal" zal later nader verklaard worden.

Dit vraagstuk is voorheen behandeld door Levinson Bi], die een minder
scherpe schatting voor de restterm aangaf, door Wasow [1{],die voor de el-

liptische differentiaaloperator L, de operator van Laplace gebruikte, door

2
Visik en Lyusternik [9] en door Eckhaus en de Jager [3], die het vraagstuk
voor algemene elliptische differentiaaloperatoren L2 behandelden en tot de
schatting O(e) voor de restterm kwamen.

Naast puntsgewijze locale schattingen voor de restterm beschouwden Visik
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en Lyusternik ook globale norm afschattingen voor de norm llRIILQ(G) van de
restterm; deze laatste zijn echter van geen waarde voor de puntgewijze
schattingen van de oplossing @E(x,y).

Eckhaus en de Jager hebben de analyse van Visik en Lyusternik op enkele be-
langrijke punten verbeterd en tevens uitvoerig randwaardeproblemen voor ge-
bieden bestudeerd, die door Visik en Lyusternik slechts zijdelings aangegeven

waren (parabolische grenslagen, zie [i], pag. 57-84).

We zullen nu het probleem (9.1) t/m (9.4) formuleren als een singulier
storingsprobleem.

De differentiaaloperator L1 + €L2 kan men opvatten als een differentiaal-
operator L, van de eerste orde, die gestoord wordt door een differentiaal-
operator eL, van de tweede orde (0 < e << 1),

We nemen aan, dat de differentiaaloperator L1 nergens in G ontaard is in

een differentiasaloperator van de orde 0, d.w.z.
2 2 . o=
(9.6) {p(x,y)}° + {a(x,¥)}" > 0 in G,

p(x,y) en q(x,y) zijn gedefinieerd in een gebied 2OG en we nemen voortaan
aan, dat ziJ behoren tot de klasse C1+a(ﬂ).

Door overgang op nieuwe orthogonale codrdinaten (£,n) gedefinieerd door

g—i— = -q(x,y) , i +p(x,y),
(9.7)

20 o ap(xsy) 5 2D = 4q(x,y)

3% P\XsY1l » oy Q\X,Y 1,

gaat (9.1) over in

eiz[se(ﬁ,n)] + il.l E‘;E(gsﬂ)] =h(g,n)
met
32
9E9dn

+ 3(E,n) 2=+

o~ 32 -
L, = &(&,n) =5 + 2v(&,n) 5
an

2 852

+3(E,m) 2+ &(g,n) =+ Fgyn)
g on
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en

~

3 ~
L1 = EE + S(E,T\),

waarin 5,...,5,5 en h wederom aan de voorwaarden ]e, 2% en 3¢ van paragraaf
9.1 voldoen.

Men kan nagaan dat de getransformeerde randkromme f en de getransformeerde
randfunctie $(€,n)|f glad blijven na transformatie en dus ook aan de voor-
waarden van de vorige paragraaf blijven voldoen.

Als we (£,n) wederom door (x,y) vervangen en de slangetjes weglaten is ons
oorspronkelijk probleem zonder de algemeenheid van het probleem te zeer te

beperken teruggebracht tot het randwaardeprobleem

(9.8) Le[q)e] = eL2[<I>€] + L [@E] = h(x,y) voor (x,y)€G

met
2 2 2
I’2=£"3—2'+2b aia +°'a_§+dg—+eg_+f
9x y dy x y
en
3
L-] -3—3}'+gs

terwijl langs de rand T van G geldt

(9.9) ‘DE(XQYHF = ¢(x:y)|p'

De co&ffici&nten, de rechterleden en de randkromme zijn aan dezelfde condi-
ties onderworpen als bij het randwaardeprobleem van §9.1.

Om een asymptotische oplossing van (9.8) en (9.9) te vinden leggen we nu
een belangrijke beperking aan het gebied G op. We eisen namelijk, dat er

op de rand T twee punten (x1,y1) en (x2,y2) liggen, die de kromme I' verdeelt
in een bovenste helft T _ en een benedenste helft T_ en de lijnen x = C
(karakteristieken van L1) met x, < C < X, snijden I_ en I in slechts één
punt (zij mogen niet aan I'_ of T raken). Verder mogen de karakteristieken

X = x, en x = x, geen deel uitmaken van de rand I', de lijnen x = x, en

X, raken aan I'. (Zie figuur).

x =%



Figuur 9.1

CI pb

1 2

De vergelijking van I'_ zij y = Y_(x) en van T+ zlj y = Y+(x). Het is voor
de hand liggend om voor een benaderde oplossing van (9.8) - (9.9) te probe-

ren de oplossing van de zogenaamde gereduceerde vergelijking
(9.10) L, [w] = h(x,y) voor (x,y)<€G,

terwijl w voldoet aan de randvoorwaarde langs I'_ of langs T,s w kan niet
voldoen aan de randvoorwaarde langs de gehele rand I' omdat L1 een differen-
tiaaloperator van de eerste orde is.

Voor
(9.11) w(x,y_(x)) = ¢(x,v_(x)) €T ¢_(x)
vindt men

(9.12) w(1)(x,y) = ¢_(x) + Iy exp[;Jyg(x,C)dC]{h(x,n) - g(x,n)¢_(x)}an.

v_(x) n
Voor
def
(9.13) wix,v, (x)) = o(x,v, (x)) "= ¢ (x)
vindt men
(2) Y+(X) Y
(9.1%) v (x,y) = ¢, (x) - J exp[7J g(x,z)dz] {h(x,n) - g(x,n)¢, (x)}dn.
y n
Het is duidelijk dat w(1) en w(e) stellig niet bij benadering kunnen vol-

doen aasn het randwaardeprobleem in de omgeving van r, respectievelijk T _.

(1) (2)

We konden ook niet verwachten dat w of w een overal in G geldige be-
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nadering zou geven voor de oplossing ¢€ van ons randwaardeprobleem: immers
we hebben eLz[é] verwaarloosd t.o.v. L][éej; dit is echter alleen geoorloofd
in dat deel van G waarin L1[§g] groot is t.o.v. eL2[§€], maar het is denk-
baar dat L1[§e] en eL2[¢%] ergens in G van dezelfde orde zijn en in dat

deel van G kan w of w geen benadering zijn voor @e.

(1) ¢
(1)

We zullen in de volgende paragrafen het deel van G bepalen, waarin w
w(2) een goede benadering is voor @E, en tevens in dat deel van G waar w
of w(2) geen goede benadering is voor & _een correctiefunctie v(x,y3;e) con-
strueren zodat w' '’ + v(x,y;e) of w(z) : v(x,y;e) daar wel een goede bena-

dering voor @e levert.

Het essentiéle hulpmiddel dat we hierbij nodig hebben is een consequentie
van het z.g.n. maximumprincipe voor elliptische differentiaalvergelijkingen
(zie [i], Hoofdstuk 3, §3.1, pag. 35 e.v.; zie ook [}]). Deze consequentie
van het maximumprincipe is stelling 3.7 uit [i] (Hoofdstuk 3, §3.1).

Deze stelling luidt als volgt:

Zij u een functie gedefinieerd in een willekeurig begrensd gebied G en be-
horend tot de klasse C2(G), die voldoet aan

Llu] = M[u] + a(x,y)u
met

82u 32u 82u du
Mu] = a,,(x,y) 2 * 2a,,(x0,y) gav * ep(xy) —5 +a (xy) 5o ¢

u

+ az(x,y) 3y

. 0
waarin a11, a12, 322, a], a, en a behoren tot C (G),

2
a“(x,y)iz + 2a ,(x,y)En + a22(x,y)n2 _>_m(52+n2), m> 0, Vix,y)lec

en a(x,y) < 0 in G.
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Onder deze voorwaarden volgt voor functies v € C2(G) uit

|L[u]| < L[-v] in G en |u| < v op 3G

de relatie

|lul] < v in G.

De functie v(x,y) heet een barridrefunctie voor de functie u(x,y).

9.2. Toepassingen van het maximumprincipe op singuliere storingsproblemen

Stelling 9.1. De oplossing van het randwaardeprobleem (9.8) - (9.9) is voor
voldoend kleine waarde van € begrensd in G en wel uniform met betrekking
tot €.

Bewijs. Er bestaat een getal O < a2 < 1 en een getal €. > 0 met de eigen-

0
schap, dat

1 + ee(x,y) > o® in G,

g(x,y) + ef(x,y) <0 in G,

geldig voor alle € met € < €0

Verder bestaat er een positief getal p onafhankelijk van € met de eigenschap
In(x,y)| <p in G,
lo(x,y)| <p lengs T.

De functie

v(x,y) = ;% (yo¥) *+p

met y, =max y is een barridrefunctie - van @e(x,y) voor e < e, , zoals ge-
r
makkelijk is na te gaan. Derhalve

(9.15) |<1>€(x,y)| iv(x,y) <Kp voor e < gy en (x,y)eG,



86

met K = 1—-Max (y.=y) + 1.
2 0
a r
We beschouwen wederom het randwaardeprobleem (9.8) - (9.9). We ver-
onderstellen dat de bovenrand y = Y+(x) de eigenschap bezit, dat er een
rechter omgeving A, en een linker omgeving A2 van x = x, respectievelijk

X = x, bestaan, zodanig dat

dy, dy,
(9.16) ax > 0 voor x€A1, <0 voor xeAg
en

d2y+
(9.17) 5 < 0 voor xeA1UA2

dx

A1ﬂ A2 = @.

Stelling 9.2. De oplossing ¢_ van het randwaardeprobleem (9.8) - (9.9),
waarbij de bovenrand voldoet aan de relaties (9.16) en (9.17), heeft de

eigenschap dat voor voldoend kleine waarden van & geldt
(9.18) |¢€(X,Y) - ¢+(X)| < My, (x) -y}, voor (x,y) € G,
waarin M een constante is onafhankelijk van €.
Bewijs. We beschouwen de functie

ko

o _(x,y) = o _(x,y) - ¢,(x).
Derhalve voldoet szx,y) aan het randwaardeprobleem

>* >

(9.19) L€[¢€(x,y)] = h(x,y) - L€|:¢+(x)] = h (x,y)

met de randvoorwaarden

¢:Yx,y)|r+ =0
en
o (x,y)| = o_(x) - ¢, (x).
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We voeren nu in de volgende functie
(9.20) ¥(x,y) = Myly, (x) - v} x(x),

waarin M0 een positieve constante is en X(x) een nader te bepalen positieve

tweemaal continu differentieerbare functie op [?1,x2]; M0 en x(x) zijn on-

afhankelijk van € en we zullen aantonen dat M. en x(x) zodanig gekozen kun-

0
. . . ¥ . .

nen worden dat ¥(x,y) een barriérefunctie is voor @e(x,y), indien € voldoende

klein genomen wordt.

Door x(x) > 1 en door M_ voldoende groot te kiezen, namelijk

0
o(x,v, (x)) = o(x,v_(x))
(9.21) Yo 7 X T:fx v, (x) - v_(x)

1 2

kan men er voor zorgen dat geldt

>
(9.22) le-(x,3) | < ¥(xay)l s € > 0.
We passen nu L_ toe op -¥(x,y):

Ny ax
dx dx

2
Lel—_-‘{f(x,y)] eMo[-a(x,y) {v, (x)-y} :x—g - 2a(x,y)

2
a7y

- a(x,y) —5= x(x) + 2b(x,¥) % - alx,y) v, (x)-y} &
dx

dy
- a(x,y) ﬁ x(x) + e(x,y) x(x) - £(x,y) {v (x)-y} x(x)]

+ My x(x) - My g(x,y) {v, (x)-y} x(x).

Alle termen tussen de vierkante haken zijn continu in G, behalve
2
d Y, dy_

_* dx g —
-2a = ax > ~® dx2 x(x) en =d = x(x).

Ons herinnerend dat g(x,y) < 0 is in G vinden we voor voldoend kleine waarden
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van € (stel € < 81)

dy
1 o +
(9.23) 1 [-4] > Zmy x(x) - e Mmy(2a F*+ax) F
2
a<v,

- e M a x(x).
0 dx2

InfHi=G-{(x,y)e6; xeAi} zijn alle termen in het rechterlid continu en

dus begrensd; derhalve geldt in H voor e voldoende klein (e < €, 5_21)
(9.24) L[] >1m xx)>1m (x,y)e &
‘ € 370 370 ° 24 )
We kiezen nu x(x) zodanig dat geldt
(9.25) 2(min a(x,y)) %x& + max |a(x,y)| x =0 in 5] = [x1,x1+‘51]

met x(x1+61) = 2 en het minimum en maximum is genomen over (x,y)€ G met

X, <x <x +61.

1 1 ax _
Uit (9.25) volgt o s 0 in A

Tevens geldt er

; en de eis x(x) > 1 blijft gehandhaafd in Kl'

(9.26) 2a(x,y) %xx +d(x,y) x £0 in 31

Analoog wordt x(x) in A_ zodanig gekozen, dat

2

(9.27)  2(min a(x,y)) & - max [aGey)| x = 0 in &, = [x,-8,.x,]

met x(x2-62) = 2.

Uit (9.27) volgt weer %ﬁ > 0 in Zg en de eis x(x) > 1 blijft gehandhaafd in

A2. Tevens geldt er

(9.28) 2a(x,y) P+ alx,y) x(x) 2 0 in B,

Substitueren we tenslotte (9.26) en (9.28) in (9.23) en maken we gebruik

van de voorwaarden (9.16) en (9.17) dan vinden we



89

(9.29) L[] > %MO x(x) > -;—MO voor (x,y)e b, (i =1,2).

Combinatie van (9.24) en (9.29) geeft tenslotte

(9.30) LEE-‘P] > %MO’ voor alle (x,y)€G en voor 0 < € < €5t
Vergroten we eventueel MO tot een waarde met
>
M, >3 sup In_(x,y)|
(x,y)eG
<
e<e,

dan vinden we uiteindelijk

(9.31) LEE-‘Y] > IL&:[@:_(x,y)JI in G voor € < €y

Dit resultaat gevoegd bij (9.22) maakt ¥(x,y) tot een barriérefunctie voor
d>:(x,y) en daarmee is de stelling bewezen.

Opmerking 9.2. Een formule analoog aan (9.18) met

(9.32) lo.(x,5) - ¢_(x)| <M{y—v_(x)}, V(x,y)eb

kan niet op soortgelijke wijze, als boven geschied is, bewezen worden. Im-

mers voor
¥(x,y) = M ty-v_(x)} x(x)
wordt het analogon van (9.23)
1 dax dv_
(9.33) L [u] > 3y x(x) + Mf2aln,y) G+ alx,y) x(x)} =

d2Y

+ M, a(x,y) ;;;T— x(x).

Op grond van het - teken in de term - %Mo x(x) van het rechterlid kan

Le [—‘i’] niet door een positieve ondergrens afgeschat worden en derhalve kan
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niet meer voldaan worden aan de relatie:
Le[-‘i’] > L e (xy) - o_(x)]],

waarmee de conclusie vervalt dat ¥(x,y) een barriérefunctie is voor

o _(x,y) - ¢_(x).

9.3. De benadering voor de functie & (x,y)
<

ad

Uit de afschatting (9.18) volgt dat 5§E voor voldoend kleine waarden van €

uniform begrensd is langs de bovenrand I, van het gebied G. We kunnen
ad

echter niet de conclusie trekken dat 553 voor voldoend kleine waarden van

€ ook uniform begrensd is langs de benedenrand T_ van het gebied G (zie

opmerking aan het slot van de vorige paragraaf). Het is dus heel goed denk-
9o

baar, dat 3;5 willekeurig groot wordt in een "bovenomgeving" van I'_ naarmate
€ kleiner wordt; in dit geval is het onmogelijk dat @E(x,y) in een "boven-
omgeving" van I'_ Dbij benadering voldoet aan de gereduceerde vergelijking

L1[ﬁ] = h(x,y) en de conditie dat ¢ _(x,y) uniform begrensd is in G (stel-

ad
ling 9.1). Derhalve zal in het geval, dat 5;3 willekeurig groot wordt in een
"bovenomgeving" van I'_ voor e»0, de onbekende functie ¢€(x,y) niet benaderd
worden door de oplossing w(1)(x,y) van de gereduceerde vergelijking (zie
formules (9.10) en (9.12)).

We stellen daarom
(9.34) o _(x,y) = wix,y) + v_(x,5),

waarin

(2)(

(9.35) wix,y) = w ' (x,y) =

v, (x) y
¢, (x) - J exP[-J g(x,z)az]{h(x,n)-g(x,n)¢, (x)}dn ;
y n

ve(x,y) is een correctie op w(x,y), die in G bij benadering moet voldoen

aan de differentiaalvergelijking
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(9.36) LEEV(X,y)] = Le[égj - LE[}] = - L2[h(x,y)]

met randvoorwaarden

|
c
-

v (x,y) ],

(9.37) +

v .oy =6 _(x) - wix,y_(0)1.

Beschouwen we de functies ¢€(x,y), w(x,y) en ve(x,y) voor X = constant met

X) <X <X, dan krijgen we ongeveer het volgende beeld:

w(x,y_(x)) -~~~

O]
o, (x)p----

¢_(x) = wix,y_(x))

Het rechterlid van (9.36) is singulier in een rechter omgeving x = Xy, en
een linker omgeving van x = X, (y+(x) is niet differentieerbaar in x = x,
en x = x2); daarom zullen we van nu af aan vaste willekeurig kleine omge-
vingen van de randpunten A(x1,y1) en B(x2,y2) van onze analyse uitsluiten.
We beschouwen daarom voortaan het gebied G = G - V(A) - V(B) def

{((x,y); (x,y)€G en X #8, <X <x —62} (zie figuur 9.3).

2
y

Figuur 9.3
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We weten nu: w(x,y) en ve(x,y) voldoen in G aan de parti&le differentiaal-
vergelijkingen

L, [w(x,y)] = h(x,y) + o(e),
(9.38) 1
L, [v (x,y)] = o(e)

en aan de randvoorwaarden

wix,y)lz = ¢,(x) 5 T, =1,nG,
+

I
o

(9.39) < ve(x,y)If,+

¢_(x) - wix,y_(x)) 3 T_=r_ng.

§ v_(x,y) |3

Onze taak is nu het randwaardeprobleem voor ve(x,y) in voldoende benadering

op te lossen.

3¢
Omdat de mogelijkheid bestaat, dat de functie %y_e niet uniform in ¢ begrensd
is in de omgeving van de onderrrand, bestaat deze mogelijkheid ook voor de

v
functie EE— 3 we zullen daarom bij de oplossing van het randwaardeprobleem

voor ve(x,y) bijzondere aandacht besteden aan het gedrag van ve(x,y) in de
"bovenomgeving" van de onderrand. Voor dit doel is het dienstig de volgende

co8rdinatentransformatie in te voeren:

€ = x,
(9.%0)
n=y-vy_(x).

De parti&le differentiaalvergelijking L [ve(x,y)] = 0(e) gaat nu over in

2 2 2
9 ve 3 v€ 9 ve ‘ave
e[alg,n) 32 + 28(&,n) 3eom v(&,n) 2 + x(g,n) 3 ¢t
n
(9.41)
v oV

+ A(&,n) -a—ni*- u(E,n)vE:] + 'an—e' + v(g,n)v, = 0(e)
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met

~

a(g,n) = &{E,n*'Y_(E)},

2g(g,n) = 2p{g,n+y_(£)} - alg,n+y_(&)}y}(2),

v(g,n) a{s,n+v_(£)}(Yl(£))2 - 2b{g,n+y_(E) 1y (8) + cle,n+y_(8)1,

(9.42) 4x(g,n) = a{g,n+y_(€)},

AE,n) = elg,nty_(£)} = alg,n+y_(E)1y!(8) - alg,n+y_(E)Iy"(E),
U(E’n) = f{ian*'Y_(E)},
v(g,n) = glg,n+y_(£)}.

Opmerking: onderscheid goed de co&ffici&nt v(£,n) en de functies Y+(E),
die de boven- en onderrand representeren, Voor X, 46, = £, 48, < & < Ey6, =
= x2-62 zijn de co&fficiénten van de partiéle differentiaalvergelijking
(9.41) continu in G en de transformatie mocht veilig toegepast worden.

Om een scherp inzicht te verkrijgen van het gedrag van ve(g,n) in de boven-

omgeving van de onderrand n = 0 stellen we

(9.43) n = et.

Verder veronderstellen we dat in G de co&fficiénten a(x,y), b(x,y) en c(x,y)
tweemaal continu differentieerbaar zijn naar y en dat de co&fficiénten
d(x,y), e(x,y) en g(x,y) in G éénmaal continu differentieerbaar zijn naar y.
Uit (9.42) volgt dan dat 8(£,n), A(£,n) en v(£,n) in & &énmaal continu
differentieerbaar zijn naar n en dat y(Z,n) in 8 tweemaal continu differen-
tieerbaar is naar n.

De operator Le kan nu m.b.v. Taylor-ontwikkeling van de co&fficiénten ont-
wikkeld worden als

=1
(9.h4k) L =—M, 6 +M +eM

met
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2
3 3
M = Y(an) —_— t+t
-1 542 ot
_Y_ 52
My = 28(£,0) 3757 + t 5 (£50) —t—z— + (g, 0) + v(g,0),
(9.45) < )2 \2 p 32 )2
M=a(£,et)——+2t (gee) +t° —5 (g,0,et) —
1 32 agat 8n2 *Y2 32
+ x(g,et) 'gf +t = (g,e st) + u(g,et) + t — (E,Ghet),

-

waarin 0 < ei <1 (i=1,2,3,4).

We voeren nu in de volgende functie

(9.46) v(g,t3e) = vo(g,t;s) + ev1(5,t;e)
met
32v0 8vo
(9.47) M_, [v,] = v(£,0) 2 +— =0
en
32v1 av1
(9.48) M__1 [V.‘] = v(&,0) —at-e— + P —MO[VO] ’

en de randvoorwaarden

(90,"’9) VO(E,O;E) = ¢_(5) - w(ng_(E))s E1+61 &< 52‘623

(9.50) lim v (g,t3¢) = » B4+, < E < 58,
tr

en

(9.51) v,(£,03¢) = 0, E4¥6, < E < E,m8,,

(9.52) lim v,(g,t5e) = 0, E4+8, < € < £y,
to

Uit (9.44), (9.46), (9.47) en (9.48) volgt
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L I:v(g,t;e)] L, [v0+ev1] = -;- M_, E\ro] + M [vJ + My [vo] +

+

(9.53) € MO[V1:| +e M, [VO] + 52 M, [V1] =

E{MO [v1:| + M, I:VO-J +e M, [v1:| 1,

terwijl voor de randvoorwaarden van v(£,t;e) geldt:

(9.54) v(g,05¢e) = ¢_(g) - wle,v_(£)), g+, <€ < £,-6,

en

(9.55) lim v(£,03e) = 0 s E¥Sy S E < Ey=6,e
£t

Indien v, en v, voldoende vaak continu differentieerbaar zijn, dan voldoet

v(E,t;e)Oto‘t 011) 0(e) aan de differentiaalvergelijking, geldig voor vs(x,y)
(zie (9.38)), terwijl de randvoorwaarde voor v(Z,t;c) langs de benedenrand
(t = 0) dezelfde is als die voor ve(x,y) langs de benedenrand (y = y_(x));
zie (9.39).

De randvoorwaarde lim v(E,t3e) = 0 is een goede benadering voor de rand-
t v, (£)-v_(£)

voor de randvoorwaarde v(&, ;€) = 0, welke dezelfde is als die

€
voor ve(x,y) langs de bovenrand y = Y+(x); zie (9.39).

We kunnen dus verwachten dat de functie
v(g,t3e) = vo(g,t3e) + v (g,t5¢)

een goede benadering zal leveren voor de gezochte correctieterm ve(x,y).
Bij deze analyse wordt het gedrag van vE(x,y) in de omgeving van de onder-
rand nauwkeurig onderzocht. We zullen nu achtereenvolgens de functies
vo(g,t;s) en v1(£,t;s) berekenen.

Uit (9.47), (9.49) en (9.50) volgt onmiddellijk

(9.56) volestse) = [o_(£) - wle,v_(€))] exp [~o(k).t]

met o(g) = W;_Oy . Br zij opgemerkt dat de functie y(g,n) uit (9.42) groter
3

dan nul is in G omdat de differentiaaloperator L2 uniform elliptisch is in
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G (zie §9.1) en derhalve y(£,0) > O.
De functie

(9.57) volesdie) = [o_(e) - wle,y_(€)] exp[-o(2) J]

is dus overal in § asymptotisch gelijk aan nul behalve langs de benedenrand
n = 0. De functie vO(E,n;e) heeft een zogenaamd typisch grenslaag karakter
en heet een "grenslaag"-functie.

Stellen we

(9.58) ¢ () - w(E,y_(2)) = A(g)
dan vinden we na een weinig rekenwerk

Mofyd] = {B(g) + tC(£)} exp[-0(E).t]

met
(9.59) B(g) = -28(£,0) (& 1 _ AL _d . 5y
a6 v(£.0) © (y(g,0012 %
- (5,00 L+ u(£,0) ace)
en
9.60) c(e) = -28(£,0) —2EL & (¢ o) + 2L (g 0) —ALE)L
{Y(E,O)}3 g on {Y(E,O)}2

en derhalve met behulp van (9.48), (9.51) en (9.52)

vy(£,t36) = [{v(£,0) C(&) + B(E)}t + 3 C(&) t°] exp[-o(£)t]

(9.61) 14 ofwel

2
v (e:25¢) = [(v(£,0) c(e) + B(£)} 2 + £ c(e) %) exela(e)

Uit (9.61) blijkt dat v1(€,n;e) in & uniform begrensd is en dat ook
v1(£,n;e) het grenslaagkarakter bezit.
We verwachten, dat v, + ev. een goede benadering is voor de correctiefunctie

0 1
ve(x,y), die tezamen met de functie w(x,y) een goede benadering voor de
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gezochte functie @e(x,y) moet opleveren. We stellen daarom nu
(9.62) o _(x,y) = wlx,y) + Fy(x,y5e) + e¥,(x,y3¢) + R(x,y3¢),

met

. y=y_(x)
vo(x,y;e) = vo(x,———g———;e)

en
y-v_(x)
51(x,y;e) = v1(x,———z———;e).

De restterm R(x,y;e) voldoet aan de volgende voorwaarden:

1, (]

1 [owe)] - 5, Fprety] -
(9.63)

el [ + M[v, ]+ [vo] + em, [v, ]}

geldig in G, (zie (9.53)), en

(9.64) R(x,y;e)|F o(e"), (n willekeurig groot natuurlijk getal),
+

(9.65) R(X,y;e)|F 0.

De eerste drie termen van het rechterlid (9.62) leveren een goede benadering
voor ¢€(x,y) in het gebied G, indien we uit (9.63), (9.64) en (9.65) kunnen
afleiden dat R(x,y;e) in G uniform naar nul nadert voor e>0. Dit zal in de

volgende paragraaf bewezen worden.

9.4. Afschatting van de restterm

De restterm wordt afgeschat door weer gebruik te maken van een geschikte
barriérefunctie voor R(x,yj;c); hiertoe is het evenwel noodzakelijk eerst de
condities op te stellen, waaronder het rechterlid van (9.63) van de orde
0(e) is. Hiervoor is voldoende de uniforme begrensdheid in G van LZEQ],

M, [v{_l » M, [vo] en M, l:v1] .

Deze uniforme begrensdheid zal ons voeren tot extra condities voor de co&f-
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fici&nten van de oorspronkelijke differentiaalvergelijking, de randwaarde-
functies ¢+(x) en de vergelijkingen y = Y+(x) voor boven- en benedenrand.
Tot nu toe hadden we voor de parameters van het randwaardeprobleem ge&ist:

-

(1) alx,y),b(x,¥) 5.4+ ,8(x,¥),8(x,y) en h(x,y) behoren tot c*(3),
(ii) a(x,y)i2 + 2b(x,y)€ n + c(x,y)n° 3_m(€2+n2), m>0 s
(iii) g(x,y) < 0 in G ot zie 9.1.
(iv) v, (x)ec®((x,,x,)) ,
(V) 0,00 ([, x,)) ,

7

(vi) a(x,y), b(x,y) en c(x,y) tweemaal continu differentieerbaar naar ¥ in

G (noodzakelijk voor de ontwikkeling van Le = % M_1 + MO + eM1 ),

(vii) d(x,y), e(x,y) en g(x,y) &énmaal continu differentierbaar naar y in
G (noodzakelijk voor de ontwikkeling van L.e = % M, o+ MO + eM,; zie

(9.144)).

(a) L, [w] is uniform begrensd in G, indien g(x,y) en h(x,y) in G tweemaal cor
tinu differentieerbaar zijn naar x en &émmaal continu differentieerbaar
naar y; verder dienen ¢+(x) en y+(x) tweemaal continu differentieer-

baar te zijn voor X, <X <X,

(v) M, [v0] is uniform begrensd in 5, indien behalve de bovengenoemde eisen

2 2
(i) - (vii) tevens geldt, dat 44 en 3 {v(£,0)} continu zijn voor
d£2 dEg

£1<£<52'

(c) M, [v1:| is uniform begrensd in (7}, indien behalve de eisen (i) - (vii)
4B dc
dg ? dg

(a) M, [v1] is uniform begrensd in G, indien behalve de eisen (i) - (vii)

tevens geldt, dat n -Z—E {y(£,0)} continu zijn voor 51 < g < 52.

2 2 2
tevens geldt, dat 4B , i—g— en -d—2 {y(£,0)} continu zijn voor
dag ag dag.

£1<E<E2‘

. . 3 . 7 . -
Derhalve zijn M, [voj , MO [v1:| en M, [VJ uniform begrensd in G indien behalve

de voorwaarden (i) - (vii) geldt, dat 9_1:;- en L {y(£,0)} continu zijn voor

a>  ag’
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£, <€ < £y 5

De continulteit van _C}_% brengt mede (zie (9.58) en (9.35)), dat de functies
dg

¢+(g) en y+(g) driemaal continu differentieerbaar zijn in £y <E<E,en

dat g(x,y) en h(x,y) in G driemaal continu differentieerbaar zijn naar x en
tweemaal continu differentieerbaar naar y.
De continuiteit van -d—3 v(£,0) (zie (9.42)) brengt mede dat de codffici&nten

dg
a(x,y), b(x,y) en c(x,y) in G driemaal continu differentieerbaar zijn naar

x eny en dat vy (£) viermaal continu differentieerbaar is voor £y <& < &5

Resumerend zullen we nu voortaan eisen:

(i*) De co&ffici&nten a(x,y),b(x,y) ... g(x,y) van de differentiaalopera-
P

tor L_ en het rechterlid h(x,y) behoren tot de klasse C3((_});

3%
(ii) alx,y) g2 + 2b(x,y) &n + c(x,y)n2 3m(£2+n2), m > 0 voor alle
(x,y)€G en alle getallenparen (£,n);

(iii) g(x,y) < 0 in G,

(iv) v, (x)ec3((x,,x,));
v_(m)ech((x,,x);

L3

(v) ¢+(X)€Cs( [x,5x,])-

Deze voorwaarden omvatten alle eerder gemaakte veronderstellingen betref-
fende de parameters van het randwaardeprobleem (9.8) - (9.9). Er geldt nu:
L2 [w] s M0 [v1] R M1 [vo] en M1 [v{_l zijn uniform begrensd in G en op grond van
(9.63) bestaat er een getal K, onafhankelijk van e, zodanig dat

(9.66) L [R]] < Ke voor (x,y)e@G.

Verder gelden voor R(x,y;e) de randvoorwaarden

(9.64) R(x,y;e)lF 0(e"), n willekeurig groot ,

+

en

|
o
.

(9.65) R(x,y;e)IF =



100

Om voor de restterm R(x,y;e) een barriérefunctie te vinden, dienen we
R(x,y;e) nog af te schatten langs de randen x = X %6, en X = x,-§, van het
gebied G.

In & zijn de functies LI wix,y), ?io(x,y;s) en e?’r1(x,y;e) uniform begrensd

(zie stelling 9.1 en de formules voor w, ¥, en ¥) en dus is ook volgens

0
(9.62) de functie R(x,y;e) uniform begrensd in G. Derhalve bestaat er een

getal M, onafhankelijk van €, 'zodanig dat
|R(x +8,,y5¢) | < M,
(9.67)
lR(x2-62,y;e)| < M.

Zoals bij het bewijs van stelling 9.1 is verklaard bestaat er een getal

0 < a2 < 1 en een getal €. > 0 met de eigenschap, dat

0
2 .=
1 + ee(x,y) > o in G,

g(x,y) + ef(x,y) <0 in G,

geldig voor € met € < €o°
We construeren nu de volgende barridrefunctie voor R(x,y;e):

+2<S1 <x < x2—262,

(9.68) ¥(x,y) = 2—K,3 (yo-y) + 2Ke voor (x,y)€G en X,
o

(9.69) v¥(x,y) 2—KZ— (yo-y) + 2Ke + p(x) voor (x,y)eg en
a .

X+, < x < x 426, of

Xy=28, < X < xX,=6,

waarin Vo = m%x ¥y en p(x) is een niet-negatieve functie behorende tot

o ([x1+61,x2-62]) met p(x1+61) = p(x2-62) =M en p(x) = 0 voor

x14-2<51 <x<x -262.

2

Er geldt nu |R(x,y;e)| < ¢(x,y) langs de gehele rand van het gebied G.
Verder geldt in G

2 2

2
LEE-W]=—e[ad—-%+d%xp-—2ﬁe+f\il]+2—K5-gw.
dx a a
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Derhalve voor € < eo

d2p do-
L [~v] > 2Ke - e[a;x—g +aPf].

Omdat p(x)eC en p(x) onafhankelijk is van ¢ kunnen we K eventueel ver-

hogen zodanig, dat geldt

LEE-\P:] > Ke > |L€@(x,y;e):|

Derhalve is volgens §9.1 ¥(x,y) in T een barridrefunctie voor de restterm
R(x,y3e).
Er geldt dus in g

R(x,yze) < ¥(x,y).

. i & ~
Dit geldt a priori in G met G = {(x,y);(x,y)€G en x,+26, < x §_x2-262}.

Derhalve
.
R(x,y;e) = 0(¢) in G.
. B
Dus in G geldt volgens (9.62)
o _(x,y) = wix,y) + Vy(x,y35¢) + eV, (x,y3¢) + 0(e).
De functie 61(x,y;e) is uniform begrensd in 8 en we mogen dus ook schrijven
o_(x,y) = wlx,y) + ¥,(x,y3e) + 0(e),
geldig in het gebied 6, ofwel
~ - E
(9.70) lo_(x,y) = w(x,y) - ¥y(x,y3e)| < Ce in G
waarin C een constante is, onafhankelijk van (x,y) en e.

We zijn nu gekomen tot de volgende stelling:

Stelling 9.3. Indien de parameters van het randwaardeprobleem (9.8) - (9.9)

L% L > e
voldoen aan de bovengenoemde voorwaarden (i ), (ii ),...,(v ) en indien
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de boven- en de benedenrand van het gebied G door elke verticale rechte
x = constant met x, < x < x, in slechts één punt gesneden wordt (geen
raakpunten) dan wordt ¢€(x,y) in elk gebied G = {(x,y);(x,y)e G en

xy=-8, < x < x,-6,} uniform benaderd door:

y=v_(x)
e _(x,y) = w(x,y) + {6_(x) - wlx,y_(x)} exp[-{—e—-} a(x,0)] + R(x,y3e),

waarin |R(x,y;e)| < Ce met C een constante onafhankelijk van (x,y) en e.

9.5. Plaatselijk niet differentieerbare randvoorwaarden

In deze paragraaf zal een uitbreiding van stelling 9.3 gegeven worden.

Het zal blijken dat aan de differentieerbaarheid van de parametrisering
van de bovenrand en van de randvoorwaarde aan de bovenrand in geIsoleer-
de punten niet voldaan behoeft te worden om een eerste benadering van de
oplossing te geven. De prijs die we hiervoor moeten betalen is echter dat
de orde van benadering achteruit gaat.

Vanwege een veelvuldig gebruik van ordesymbolen met gebroken exponenten

gebruiken we om typografische redenen de volgende notatie:
0(e;u) = o(e")

Het belangrijkste hulpmiddel voor deze uitbreiding is de "regularisatie",
d.w.z. het differentieerbaar maken van de rand en/of randfunctie in de

punten waar deze het niet is met behulp van navolgend procedé.
|x|* exp(- |x|®)

is uniform begrensd op R voor alle positieve getallen o en B.

Bijgevolg geldt

g oy a 8
(9.11)  |x|® exp<-ﬁ]—)= e ® (-.-%L) exp(- |[=3—| )= o(es g9

uniform voor x &R en o, B en y positief.

Evenzo is

1x* (1 - exp - [x]®)
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uniform begrensd op R voor alle B > 1en 0 > a > 1 - B8 en zelfs kontinu
differentieerbaar als de afgeleide in het punt nul apart wordt gedefi-
‘nieerd als nul, immers

2B+a 38+a
|x]| |x]

2! 3!

+
(9.72)  |x|* (1 - exp - |x|B) = |x|B ¢ . = 0(x;B+a)
en hieruit volgt de differentieerbaarheid in het punt x = O.

Evenals bij (9.71) geldt nu voor B eny > 0en 0 > a > 1 = 8 de
schatting

B
(9.73) 1x|% (1 - exp - Jidy—) = ofe; 2
€

We beschouwen evenals boven op het gebied G, met onderrand de x-as en

bovenrand {(x, Y+(x))|x e EE1, xé]} , het probleem
L€ Q(X,Y) = h(st)a

(9.74) < ¢|F = ¢+(X)s
+

T ¢_(x)3

|

v

waarin de coéfficienten van L€ evenals h en ¢_ van klasse c3 zijn en
waarin ¢+(xi) = ¢_(xi) (i =1, 2).
De operator L€ ontwikkelen we, als boven, in een omgeving van de onder-

rand na substitutie y = en naar e:
1
L (x, en) = E-Mo(x,n) + M1(x,n) + eMa(x,n,s).

Ontwikkeling van coéfficienten van L€ geeft

b(x, en) bo(x) en b1(x, en),

+
2
c(x, en) = co(X) + en c1(X) + e cz(x, en),
+
+

e(x, en) eo(x) en e,(x, en),

so(x)

1
en 31(x, en),

g(x, en)

en de operatoren zijn dan
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M =c¢ (x) — +—

0 0 3n2 on
82 32

M1 = n c1(x) ;]E+ 2 bo(x) %3N eO(X) 5—+ SO(X)

(9.75) 4
2 2 2
- d 3 2 3
M, = a(x,n) _3x2 + 2n b, (x, en) man t 0 cy(x, en) ;n-a- +

+

9 )
a(x, en) 3 e1(X, en) ot g1(x, en).

Omdat L, een elliptische operator is en a(x,n) > 0, is ook c(x,n) > O

en daarmee ook co(x); verder zijn Cos bo e, en g, van klasse 03 en c,

van klasse C2. De coéfficienten in M2 zijn alle minstens C1.

3 functie is op (x1, x2) en ¢ is C3 uitge-

Stelling 9.4. Als Y, een C

zonderd in het punt p e-(x1, x2) en in p geldt

i ¢, (x) = 0(|x-p|; ) met 0 < a <3
¢! (x) = of|x-p|; B)
(9.76) { *
01" (x) = o(]x-pl5 v)
¢;F'(x) = 0(|x-p|; 6) met & <0

en als p = max (3-a, 2-8, 1-y, =6).

Dan kunnen we een functie QO konstrueren, zo dat

@ -0 = 0(e; E%;

uniform op G(= G afgezien van willekeurig kleine omgevingen van x, en x2)-

Voorbeeld 9.1. Een voorbeeld van een functie die aan de eisen van stelling

9.4 voldoet is x2 sin %, waarvoor dan B = 0, y = - 2 en § = = 4,
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Opmerking 9.3. Het is geen verlies van algemeenheid, dat we ¢+(p) =0

gesteld hebben en zijn afgeleiden ook indien ze bestaan want omdat het
probleem lineair is kunnen we altijd een ¢” functie van ¢+ aftrekken en

deze onafhankelijk met stelling 9.3 behandelen.

Bewijs. We regulariseren de randwaarde functie, rekenen hiermede analoog

aan stelling 9.3 de benaderende & uit en bewijzen vervolgens met behulp

0
van stelling 9.3 dat deze een goede benadering is van de echte oplossing.

Definieer nu

2k

(9.77) 0o(x) = 0, (x) (1 - exp - L2y,

€

met A > 0 en k € N en 2k > p+i,

en (p) =0met i=1, 2, 3.

¢éi)

Dan volgt: ¢6(x) = ¢;(x) (1 - exp - E-A(X'P)Zk +

2k-1

+ 2ke—A(x-p) ¢+(x) exp - E-A(X—p)2k N

en analoog aan (9.72) is 9% differentieerbaar in p en met (9.73) en
(9.71) volgt

(9.78) 95(x) = o(e; -;%) + 0(e; %;'—Q) als B < 0,
en ¢6(x) = 0(e; ﬁi%ill_) + 0(1) als B > 0.

Op dezelfde wijze volgt dat

00(x) = 6271 = exp —e M(x=p)) + bke ™ (p) N1 (W)exp- €M (xp)

2k-2 o (x) - hk2€-2k Lk-2

+ [?k(Qk—1)e-A(x-p) L(x (x~-p) ¢+(XX]8XP-€-A(X-P)2R

continuis in p en afgeschat kan worden door
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(9.79)  ¢'' = Ole; 2 min (v, 8-1, a-2)) als y <0,

en

¢ (x) = 0(e; A= min (8-1, a-2, 0) als y > 0,

en dat ook ¢''' continu is in nul en afgeschat kan worden door
(9.8 o= A s - oe: - 2o
9.80) """ = 0(e; 5 min (8, y=-1, 8-2, a-3)) = 0(e; - 5) -

Verder vinden we dat

(9.81) ¢0(x) - ¢+(x) = -¢,(x) exp - e-)‘(x-p)2k = 0(e; %%) met (1).

Los nu op;
[g—y + g(x,y]] w(x,y) = h(x,y)

met w(x, Y+(x)) = ¢0(x);

MO vo(x,n) =0

{
met vo(x,O) = ¢+(x) - w(x,0)
en lim vo(x,n) = 0;
n>o
MO v1(x,n) = -M, VO(X,n)
. met v1(x,0) =0

en lim v1(x,n) =0 .
n-)m

Hieruit volgt achtereenvolgens
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v, (x)

n
(9.82)  wix,y) = ¢ (x) - J {n(x,n)- g(x,n) ¢0(x)}{exp J g(x,z)dzldn,
Yy y

(9.83)  vy(x,n) = {¢_(x) - w(x,0)}exp - Ej_ﬁ

en als wo(x) def w(x,0), dan
(9.84) v1(x,n) = {-;-(coc1-2 boc(')) (¢0—w0)c83n +

2 - -2 LS n_
+ (gyeg=coey=coq) (0g=wy)ey™ = 2 byey (6g-wp)} + n exp - ey

Nu geldt voor aldus geconstrueerde <I>0

(9.85)  25(xy) *E wl,y) + v(x, 1) + vi(x, T
dat

A
L@ - o] = ofe; 1 - 3.

We zien dit als volgt
LSB - @J = L wix,y) +

+ € M2 vo(x,n) + e(M1 + € M2) v1(x.n).
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Uit de formules (9.78) t/m (9.80) zien we dat we kunnen schrijven

w(x,y) r1(x,y) ¢0(X) + r2(X,y) s

(9.86) vo(x,n) s1(x,n) ¢O(X) + s2(x,n) R

v1(x,n) = t1(X,n) ¢O(X) + t2(X,n) ¢5(X) + t3(x,n) s

waarin r.» 5, en ti minstens 02 zijn en onafhankelijk van € en dus uni-
form begrensde eerste en tweede partiele afgeleiden hebben op G.

Bijgevolg is
(9.87) ILEED - @a | ieK(]¢0] + |¢('J| + |¢6vl + |¢O'”|) .
Volgens de schattingen (9.76) geldt dus

Aoy

LeEb - °o] =0(e; 1 - ok

Op de onderrand geldt
25(%,0) = 6_(x) .
Op de bovenrand geldt

v, (x) v, (x)
) + ¢ v1(x,

(9.88)  oy(x, v, (x)) = ¢,(x) + v (x, )

¢O(x) + O(eN) buiten willekeurig kleine

vaste omgevingen van x, en x,

8,(x) +(05(x) = ¢, (x)) + o(e™)

¢+(x) + 0(e; '3% ) volgens (9.81)

op de bovenrand van ?}J
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Toepassing van stelling 9.3 geeft dan

2a

® - & = 0(e; min(gk,

o ; o
o 1 - 2k)) uniform op G .

We zijn nu nog geheel vrij in de keuze van %E en kiezen deze dus optimaal,

zodat

= P I ; &
% - @O = 0(e; a+p) uniform op G.

Opmerkingen 9.4k,

(i) Omdat v, uniform begrensd is op G is dus w(x,y) + vo(x, Eﬁ ook een

: P
benadering van ¢ tot op O(e; pores
(ii) Omdat ¢_ - ¢0 = 0(e; E%;) is dus ook W(x,y) + ¥(x, %)

een benadering van ¢ tot op O(e; E%;), waarbij

v, (x) n

v(x,y) = ¢+(x) - J {n(x,n)- g(x,n) ¢+(x)}{exp I g(x1c)d;}dn
Yy Yy

en

V(x,n) = {¢,(x) - %(x,0)} exp - - .

co(x)

(iii) Deze stelling stelt ons in staat de oplossing te benaderen tot op

0(e; 1/3) als de bovenrandfunctie is:

2
¢+(x) = (x-p) sin ;%5 .

Als aan de parametrisering van de bovenrand, Y+(x), de voorwasarden (9.75)

wordt opgelegd, dan kunnen we een resultaat, analoog aan de bovenstaande

stelling, afleiden als we Yy regulariseren.
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Daar dit echter betekent dat we rekenen met een iets andere bovenrand,
moeten we eisen dat de coéfficienten van LE en ook h(x,y) gedefinieerd
zijn tot op een omgeving ven de bovenrand buiten het gebied G en daar
C3 funkties zijn. Een ander verschil is dat w, vy en v, niet lineair van
Y, en v, afhankelijk zijn zoals in (9.86) van oo en ¢43 w(x,y) is immers

een Ch - funktie van y_, zodat ook v, een C' - functie is van y en v

0 1
een 3. funktie van y_ (via wo). Een afschatting als in (9.87) zal dan

ook niet mogelijk zijn; we zullen dit dan ook op de volgende manier doen.

Laat p : R > R een driemaal continu differentieerbare functie zijn en
laat Yo de geregulariseerde functie zijn bij Y, zoals in (9.77), dan
geldt:

[ plv,(x)) = o(1)
Q-[:p(y (x))] = p'(v (%)) v!(x) = 0(e; 2. min(g, a=1, 0))
dx 0 0 0 2k
f—[p( ()] = ' (v (X)) (v ()2 * p' v (x)) v!'(x)

(9.89)\ dx2 YO X =Pp YO X YO X + P YO X Yo X
= 0(ey %E' min (28, 20-2, y, B-1, a=2, O0)

i3—[.‘P( (x))] = """ (v, (x))( '(X))3+3 "y (x)) yA(x) vr'(x)
dx3 YO P YO YO P YO Yo Yo

| + p'(vy(x))v4" " (x)

A .
= 0(e; o+ min (B+y,2B8-1,B+0-2,y+a-1,20-3,Y,8-1,0-2,

Q—3,B—2,Y—1 96936 33(1"'390)

O( . min (—998+Y92B'1938))'

o A
> 2k

Definieer nu o = max(p, -B-y, 1-28, -38) dan volgt analoog aan (9.87)

als ¢O een benadering is als (9.85) voor het gebied met geregulariseerde
rand:
e le - o] | < ek(lvg] + fygl + gl o+ bvgrl o v l3 s Ivaye))

Ap
(9.90) =0(e; 1 - Eig ) (volgens (9.89)).



Het resultaat is dus de volgende stelling:

Stelling 9.5. Als ¢ de oplossing is van het probleem (9.Tkh), als de
coéfficienten van Le C” zijn op een omgeving van G en als Y, aan de

voorwaarden (9.76) voldoet, dan kunnen we een functie @0 construeren,

zodat

uniform op 6, waarbi]j Py = max(p, -B-y, 1-28, -38).

Bewijs. We behoeven alleen nog op de rand te verifi&ren dat

= 2
(<D - Qo)lr O(E, atp .

Nu is ¢O|F_= $_  en ¢0(x, Y+(x)) = Qo(x, YO(X)) + O(Y_‘YO)

[}

¢_ + 0(e3 %%)

Met behulp van (9.90) en dit laatste volgt dan, evenals de vorige keer,
het gestelde.

1/
Voorbeeld 9.2. Als y, lokaal gelijk is aan (x-p) 3, dan is de be-

nadering ¢O goed tot op orde O(e; 1/9)

Opmerking 9.5. We zien hier dat, in tegenstelling tot het aanvankelijke
vermoeden van het ontstaan van een vrije grenslaag van gelijke grootte
orde als de oplossing zelf langs de karakteristiek x = p van L2, er tot
op zekere orde van € niets te bespeuren is van een dergelijke vrije

grenslaag.

Opmerking 9.6. Regularisatie d.m.v.

x 2
o(x) = $(x) = gTFE J 2 o(t) ( -%tz) exp - Lfiﬁl_ at
x
1

voor ¢ € it [;1,xé] met k = 0, 1, 2 en 0 < o < 1 geeft op analoge wijze

. k+ . ..
veel betere schattingen. Als bys ¢_ en Y, € cre dan is te bewijzen

¢ - = 0(e; min (5%2,1)L

%

Zie hiervoor bijvoorbeeld Eﬂ.
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9.6. Asymptotische oplossing van een singulier storingsprobleem voor
een kwartvlak

In dit hoofdstuk zijn tot nu toe parti&le differentiaalvergelijkingen
beschouwd van het type

(9.91) L [e] = n(xy),

waarbij het definitiegebied G eindig verondersteld is en de karakteris-

tieken van de gereduceerde vergelijking
L1[§;] = h(x,y)

niet samenvallen met gedeelten van de rand van G. In het nu volgende
onderzoeken wij een probleem waarbij dit juist wel het geval is. Wij
zullen een konkreet geval behandelen, waarin (9.91) en G zodanig ge-
kozen zijn dat de oplossing als integraal gegeven kan worden, waarna
wij bepaalde methoden uit de asymptotiek te hulp roepen om het gedrag
van de oplossing ¢€(x,y) te bepalen voor € > 0. Er zal vooral aandacht
besteed worden aan het gedrag in de grenslaag, waarbij onze aanpak in
vele aspekten Verschilt met die van Grasman [L4], die dit probleem

eerder behandelde, en met ‘die van Eckhaus en de Jager [j].

Wij beschouwen het volgende randwaardeprobleem

3
e A ¢€(X,Y) - a_y" Cbe(an) =0,x>0,y >0,
(9.92)
¢ _(x,0) = o, ‘I>€(O,y) = ¢(y),

waarin ¢(y) aan zekere voorwaarden voldoet, die later duidelijk zullen
worden. Zoals in Eﬂ is aangetoond zal bij x v 0, y > 0 de grenslaag
ontstaan als € > 0, een parabolische grenslaag. Aan de hand van de keuze
¢o(y) = -2 kan dit direkt geverifieerd worden, aangezien in dit geval de

oplossing luidt
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LS

sin % 8 exp(£ﬁ§£29:ll)

(9.93) o (x,y) = > .

waarin r en 6 de poolkodrdinaten zijn (x = rcos®, y = rsin6). Het argu-

ment van de exponentigle functie is negatief voor 0 < 6 < g-, zodat

voor deze 6-waarden
_ N
¢ _(x,y) = 0(e™),

als € ~ 0, voor elke positieve N. Deze schatting is echter niet uniform

in 6, want voor die waarden van 6 en r waarvoor

r(1-sinb) = o(1),

2¢

als € > 0, is de invloed van de exponenti®le functie in (9.93) verdwenen.

De verzameling in het x-y-vlak waarvoor geldt

r(1-sind) _ o

2¢€ -

is de parabool
y = (x2 - hezcg)/hec,

buiten deze parabool begint de e-macht pas aan invloed te winnen. De
oplossing van (9.92) met algemenere randfunctie ¢(y) zal dit verschijnsel

ook vertonen, er ontstaat eveneens een parabolische grenslaag.

Wij zullen nu de oplossing van (9.92) geven. Aangezien de beschouwde
vergelijking konstante coé€fficienten heeft kunnen we door middel van de

substitutie

(9.94) V(x,y) = e o _(x,y)
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met w = %E-, de eerste orde afgeleide laten verdwijnen (zie hoofdstuk 1
van [1]).

De funktie V(x,y) moet dan voldoen aan

A V(x,y) - m2 Vix,y) =0, x>0,y >0,
(9.95)
V(x,0) = 0, V(0,y) = ™ 4(y),
1
w - 28-
Laten wij proberen de variabelen te separeren, zodat wij veronderstellen
dat

V(x,y) = £(x) gly).

Voor f en g vinden wij dan

2
d £ ’2( - (32 + ) £(x) =0, aus £(x) = exp(+ V22 + o%x),
d x

d25§x2 2 .

5+ A g(y) = 0, dus g(y) = exp(+ iry),

dy
waarin A de separatie variabele is. Voor g(y) kiezen wij sin Ay aange-
zien voor y = 0 dan aan de randwaarde voor V(x,y) is voldaan en voor
f(x) de exponenti&le functie met het negatieve argument om het gedrag
voor x > ®» in de hand te houden. Superpositie van deze f en g t.o.v.

de parameter A levert

(=

2. w2) c(x) ax,

V(x,y) = J sinly exp(-x VA
0
waarin de willekeurige functie c¢(\) nader bepaald wordt uit de rand-

waarde voor x = 0, namelijk
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o

e~V o(y) = J sindy c(A) dxs
0

zodat

o

%'J e™™ 4(y) simy dy
0

c(r)

($lw = ir) - ¢(w + iA)}.

e

Hierin is

3(s)

J St 4(t)at.
0

Aangezien c()A) oneven is in A kunnen wij V ook schrijven als

lv-J exp(ixy - x Va2 + w2) c(r) ax

V(x,y) o1

00

en als wij nu A = w sht stellen en overgaan op poolcodrdinaten

(x = rcosf, y = rsinf) dan levert dit

@

J e—mrch(t-ie)

V(x,y) c(wsht) cht dt.

w_
21

-00

Door nu nog t te vervangen door t + i8 krijgen wij, indien de verschui-
ving van de nieuwe integratieweg naar de re€le as is toegestaan,

tenslotte

(9.96) V(x,y) = %; J eWreht (4 + 16) ((w(1 + ish(t+is)))

- #(w(1 - i sh(t+ie)))}dt.
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De opgave die wij ons stellen is het asymptotisch gedrag van de functie
V(x,y) te bepalen voor w + », speciaal in de buurt van de 1lijn

6 =2 (de grenslaag). Wij zullen dit probleem in drie fasen proberen

2
op te lossen, allereerst voor de randfunctie ¢(y) = 1, om enig inzicht
te verwerven voor het moeilijker geval, daarna voor ¢(y) = y\)-1 met

Re v > O om tenslotte met de gevonden resultaten het probleem voor een

algemenere randfunctie ¢(y) te behandelen.

Speciaal geval ¢(y) = 1

De oplossing van (9.92) kan met (9.96) als uitgangspunt na enige alge-

bralsche manipulaties voor het geval ¢(y) = 1 worden geschreven als

[e-]
sin26 J g wreht dt

m ch 2t + cos 26 °

(9.97)  V(ix,y) =

00

De standaardmethode om een integraal van dit type voor grote w te ont-
wikkelen is de zadelpuntsmethode. Men bepaalt de zadelpunten van de
funktie in de exponent, gaat dan na of de integratieweg vervangen kan
worden door een weg door het zadelpunt die optimale informatie kan ver-
schaffen over de waarde van de integraal en men voert enkele substituties
uit om die informatie te verkrijgen. Bij (9.97) zijn de zadelpunten

t =0, + ikm, k = 1,2,3,... waarvan alleen t = O bruikbaar blijkt te zijn
en de meest geschikte integratieweg voor dit zadelpunt is de reé&le

t-as. Door de substitutie u = shit wordt dan (9.97) na enig rekenwerk

: 1
(9.98)  V(x,y) = 1%12:_9 e™r J £72 72T p(t)at,
0
met f(t) = ! = >
(t=t) (t-t,) Vitt
. _ 1 - sind _ 1+ sind
waarin to - ———E—_—— N t1 = - ———E————.
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De asymptotische ontwikkeling van deze integraal kan men nu verkrijgen
door f(t) in machten van t te ontwikkelen en de reeks dan in (9.98) te
substitueren. Dit is echter alleen mogelijk als 6 ¥ % aangezien f(t)

een pool van de eerste orde heeft voor t = to. De coéfficienten a van

£f(t) = § at"
n=0 "

zijn voor 6 = niet gedefinieerd en voor 0 < 6 < % niet begrensd, zodat

o=

de substitutie van de reeks in (9.98) ons niet voor alle waarden van 6
die ons probleem bepalen een bruikbare asymptotische ontwikkeling verschaft.
Dit is niet zo vreemd want wij weten dat V(x,y) zich juist bij de grenslaag

(6 ~ g) grillig gedraagt. De pool in t = t_ veroorzaskt de moeili jkheden,

0
de andere (voor t = t1) blijft daarvoor ver genoeg van de oorsprong weg.

Als wij b_, het residu van f(t) voor de pool in t = t_ noemen dan kunnen

1 0

we f(t) opsplitsen in

b
-1
(9.99) £(t) = ;fjf;g‘+ glt),
waarin
b = NE?
-1 sine \/1 + siné
en

oo

g(t) = ) bntn ;
k=0

de reeks convergeert voor |t| < |t1[ en de coéfficienten b zijn begrensd

voor O < 6 i_%u Substitutie van (9.99) in (9.98) levert dan

[+ +]
sin 286 -wr -1 -owrt dat
% = e _—
(xy) =v_, =57 e J toe t -t
0
- 1 -
+ sin 260 e-wr J 72 o 2wrt g(t)dt
™
0
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Substitutie van (9.94) geeft voor Qe(x,y) tenslotte de asymptotische ont-
wikkeling

. . o 3
(9.100) @ _(x,y) ~ erfeVar(i-sin6) + §i§§9 o~wr(1-sind) § oo Llot2)

5
n=0 © (2wr)n+§

voor wr » «, uniform in 0 < 6 . T/2,

Het asymptotisch gedrag van ¢€(x,y) wordt voor 6 - m/2 dus volledig be-
paald door de errorfunktie, aangezien de tweede term rechts in (9.100)
vanwege de factor sin26 verdwijnt als 6 » T/2, De errorfunktie is de
grenslaagfunktie; in de omgeving van de rand x = 0 (6 = %) speelt deze
term een belangrijke rol, daarbuiten is de term asymptotisch te verwaar-
lozen t.0.v. de andere termen van de reeks.

De methode de pool af te splitsen als het zadelpunt en de pool dicht bij

elkaar liggen ontlenen we aan van der Waerden [ﬁd].

Opmerking 9.7. De asymptotische ontwikkeling (9.100) geldt voor wr - o,

dus niet voor het gebied in het x-y vlak waarvoor r = 0(e); voor deze

omgeving kan echter een andere methode gevolgd worden.

Het geval ¢(y) = y°~'

Als 2v - 1 een natuurlijk getal is kan de vorige methode toegepast worden.
Er ontstaat dan een analoge representatie als (9.98) voor V(x,y), maar nu

heeft f(t) een pool van de orde 2v - 1 die als 6 » = de oorsprong nadert.

2
Afsplitsing is mogelijk in de vorm
2v-1 b-n
(9.101) £(e) = ] —=— + g(t)
n=1 (t-ty)

en de eindige reeks geeft na substitutie in de integraal 2v-1 termen,

die uitgedrukt kunnen worden in Whittaker functies (zie (-
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Voor 6 - % zijn echter alle termen singulier, terwijl de som daarvan
eindig is en de randfunktie oplevert. Bovendien zijn de coéfficienten

b_, in het algemeen niet in konkrete vorm te geven. Door deze twee as-
pekten is het probleem niet erg overzichtelijk meer en toepassing van

de resultaten op een algemenere randfunktie ¢(y) is niet meer te reali-
seren. We zullen daarom een andere, hoewel analoge, methode volgen, waar-

bij slechts verondersteld wordt dat Re v > 0.

Uitgangspunt is ook nu weer representatie (9.96).

De integrand bestaat uit twee termen en we noemen de integraal met de
eerste term V1(r,9), zodat

o

(9.102) V1(r,e)=_‘£’_ J o-uwreht

o ch(t+i8)% (w(1+ish(t+i6)))at.

-0

Dan geldt

(9.103) V(x,y) = V1(r,9) - V1(r,-e)

en alleen de eerste term in het rechterlid van (9.104) levert voor
® > /2 de randfunctie op, de andere term verdwijnt in dat geval.

We beschouwen daarom eerst (9.102) waarin

bor = L

S

zodat
(9.104) V. (r,8) = ) J eTUTRY n(t4ie) T
21 w - {1+ish(t+i8)}

Stel nu u = i shat, dan gaat (9.10L4) over in
i 5
r'(v) —-wr J 2wru
——— e e

v-1
T w

(9.105) V1(r,9) = £(u)du

—je
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met

2
f(u) = (1:22__ cos® + 2usin®) {1 + 2u V1-u2 cosb - (1-2u2)sin6}-v-
V1-u

Aangezien niet verondersteld wordt dat v een geheel getal is kan de singu-

lariteit van f(u) dicht bij de oorsprong (voor u = uy =_~(1—51n6)/2) niet

afgesplitst worden. Deze singulariteit is van zodanige aard dat

f(u) (u—uo)z\)-1 analytisch is in een omgeving van Uy zodat voor u in die
omgeving
2v-1 _ % K
(9.106) £(u) (u-u,) AL g, (u-u)
- o ¢
k=0
De coefficienten zijn voor 0 < 6 i.% begrensde functies van 6, de eerste
zijn
a = (1 + sine)v—1
0 I ?
(9.107)

o
[}

1 1 - sinb 1 + sinB,v=-2
3 3 (2v-3) Y/ > — ) .

Wij krijgen nu een asymptotische ontwikkeling voor V1(r,e) als we de
ontwikkeling voor f(u) uit (9.106) in (9.105) invullen en integratie en

sommatie verwisselen, met als gevolg

joo
o 2 -
V.(r,6) o Lv)__ -ur I & 2wru” (/1 - sindikei-2v,
1 . V=1 2
T ow k=0 J
-10
en na evaluatie van de integralen
2 AVI | - r(l*.'_s.jﬂ)
(9.108) V1(r,e) " \[; r(v) (4r) Rt 5 .
E ,Dk+1-2v (V2wr(1-sind))
k=0 (hor)¥/2

voor wr > «; hierin is Dv(Z) een parabolische cylinderfunctie.
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Deze ontwikkeling voor V1(r,e) geldt alleen in de grenslaag aange-
zien de reeks zijn asymptotische eigenschappen daarbuiten verliest. Als
namelijk het argument van de parabolische cylinderfunctie groot wordt

geldt voor vaste k

D (\/2wr(1-sf£€))

k+1-2v
(hr)E/2

1
= 0((wr)? vexp(-% (1-sind)).
De termen in de reeks zijn in dit geval dus van gelijke orde, waardoor
de reeks zijn betekenis verliest. Een voordeel is echter dat in (9.108) de
eerste term voor 6 - % exact de randfunctie oplevert, namelijk voor

6 == geldt

2
8 - 21-v ,
8 =0 voor k = 1,2,3,... ,
zodat
lim V, (r,8) = \/—E r(v) ()" e™ 2"V b (o)
172 i 1-2v
6-’1
2

e-my yv-1

De ontwikkeling buiten de grenslaag kan gevonden worden op de klassieke
manier met de zadelpuntsmethode evenals de ontwikkeling voor de tweede
term V1(r,—9) in (9.103). Deze ontwikkeling volgt niet uit het vorige
door 6 te vervangen door -0 aangezien de coefficienten & in (9.108)
niet begrensd zijn voor - m/2 < 6 < O. De integrand van V1(r,-6) heeft
geen polen dicht bij de oorsprong, zodat de zadelpuntsmethode kan worden

toegepast.

Het algemene geval

Wij geven alleen de asymptotische oplossing in de grenslaag en be-
schouwen eerst weer representatie (9.102) voor V1(r,6) waarbij wij ver-

onderstellen dat
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(9.109) V(0= § oo v (™ e
n=
waarin de b via ¢(y) gedefinieerd zijn,
(9.110) oy) = } b
n=0
en

e—wrcht ch(t+i0) dt

™ J
(r,8) =
on wn - {1+ish(t+ie)}n+1

k=0 (hrw)k/z

(n)

Substitutie van deze ontwikkeling voor V1

in (9.109) geeft dan

1+sinf, o o (Vouwr(1-sin
V.(e,0) v V2 TR T L (gn (n) “k=1=2n
1 ™ © nZO n kZO L (hrw)k/2

en het verwisselen van de sommaties levert

[

v,(r,0) =~ —_—
k=0 (hor)¥/2

1

waarin

NE —wr(ligigg) v n
Ay N'VC;~ e 2 ) b n! ak(n) (Lr) Dk_1_2nCV2wr(1—sinB)) .

n=0

Wij zullen de eerste coéfficienten AO en A1 bepalen, daarvoor hebben wij
nodig ao(n) en a1(n) die in (9.107) zijn aangegeven met v-1 = n en voor
de parabolische cylinderfunctie kiezen wij een geschikte integraalrepre-

sentatie, voor k = 0
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—n-1
D_1_2 (Vawr(1-sinb)) = Vowr(1-sind).
1 . .
e-zwr(1-51n6) e-wr(1—51n6)t ( t B dt )
T+t 1+t

0

Hieruit volgt met gebruikmaking van (9.110)

1
(v - %) L

met v = g (1+sind).

AO is een grenslaagfunctie en levert voor x = 0 de randfunctie voor het
V-probleem: e™™ ¢(y). Deze term lijkt veel op de eerste orde term die
Eckhaus en de Jager Eﬂ geven, daar is v = y = rsinf. Het voordeel is
dan dat de grenslaagterm nul is voor 6 = 0 en deze voldoet daarmee aan
de randvoorwaarde langs de X-as.

Veel winst levert dit echter niet op aangezien deze term alleen voor

6 g'een rol speelt en niet voor 6 ~ O,

Voor A1 vinden wij op overeenkomstige wijze

oo

2 e ™ \1-sins J -wr(1-sin6)t .
A1—; e
wr \ 1+sin@

0
vt , (vt vt 2,
G o G v @7 o Gpha,
terwijl A 3, ... kunnen worden bepaald indien 855 835 +o- bekend zijn.

Opmerking 9.8. Zoals eerder is opgemerkt is de ontwikkeling (9.108)

niet geldig voor het gehele kwartvlak maar slechts in de grenslaan.
Nader onderzoek heeft uitgewezen dat een analoge ontwikkeling als in
(9.108) kan worden afgeleverd, die wel voor het gehele kwartvlak geldig

is. Hiervoor wordt verwezen naar [8].



124

Literatuur
[1] Coolen, T.M.T., Colloquium elliptische differentiaal-
F8rch, G.J.R., vergelijkingen, deel 1, M.C. Syllabus 9.1.
Jager, E.M. de, Mathematisch Centrum, Amsterdam, 1969.
Pijls, H.G.J.
Bﬂ Courant, R., Methods of Mathematical Physics.
Hilbert, D. Vol. II, Intersc. Publ., 1962.
[3] Eckhaus, W., Asymptotic solutions of singular
Jager, E.M. de perturbation problems for linear differential

equations of elliptic type.
Archive for Rat. Mech. and Analysis 23.
no. 1, (1966).

DJ Grasman, J. On singular perturbations and parabolic
boundary layers.
Journ. Engin. Math. 2(1968), 163-1T72.

Eﬂ Groen, P.P. de An elliptic singular perturbation problem
for non-differential parameters.
MC rapport ZW-19T70-001,
Mathematisch Centrum, Amsterdam, 1970.

Eﬂ Levinson, N. The first boundary value problem.
Annals of Mathematics 51(1950).

[?] Oberhettinger, F. On a modification of Watson's lemma.
J. Res. Nat. Bur. Stand 63B(1959), 15-17.

Eﬂ Temme, N.M. Saddle point methods for a singular
perturbation problem.
Rapport TW 121 (verschijnt in 1970)

Mathematisch Centrum, Amsterdam.

Bﬂ Vi%ik, M.I., Regular degeneration and boundary layer
Lyusternik, L.A. for linear differential equations with
small parameter.
Uspehi Mat. Nauk 12(1957).
(American Mathematical Society Translation
Series 2, 20(1962)).



[10] Waerden, B.L. van der

[1 1] Wasow, W.

125

On the method of saddle points.
Appl. Sci. Res. 82(1951), 33-45.

Asymptotic solution of boundary value
problems for the differential equation

ou _
bu - A === AP(x,y).

Duke Math. J. 11(19LkL).



126

10. OPTIMAL CYCLIC ALTERNATING DIRECTION ITERATION

10.1. Introduction

Beside the methods discussed in section 6 there is another class of
methods under the general title of alternating direction methods (see chap-
ter T of reference [4] and chapter 6 of reference [5] and the associated
bibliographies and discussions).

I shall consider here only two-dimensional problems. For extensions to
n dimensions, see for instance [3].

First I shall make a synthesis of the methods of Peaceman-Rachford [1],
Douglas-Rachford [2], Douglas [3] and their generalizations by Varga and

Wachspress.

10.2. Alternating direction methods

As in section 6 we shall start by writing the discretization of the

problem in the form

(10.1) Ax =D

and the matrix A in the form
(10.2) A= A1 + A2

and in the form

(10.3) A=3B, +3B,
where in the applica.tionsrA1 and B1 are block diagonal matrices, each block
/
of A, corresponding to a row of sample points of the discretized problem,
and each block of B1 corresponding to a column of sample points.
A mapping T to solve (10.1) by iteration can be defined implicitly by

IS

- . 1
t B1x(1+1) =b - B2x(1+2),

(10.4)
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giving
(10.5) L) L (3

Alternately, we can also define a mapping T by

[ C1x(i+%) =b - Cex(i)
ho-e) ( (i+3) (1)
i+1) _ i+3 i
D x = Dx 2+ (D1—D2) x 7,
where again
(10.7) A=C, +C,.

Tt follows from the form of (10.4) and (10.6) and from (10.2), (10.3)
and (10.7) that if the iteration associated to T converges, it converges
to a solution of (10.1).

Theorem 10.1.

If A, By, C; and D, have an inverse, if A,, B, and C, satisfy (10.2), (10.3)
and (10.7), the mappings associated to (10.4) and (10.6) are identical if
and only if

-1 -1
(10.8) B.D, D C, - BLAT C,»

121 P2 5 & o™ ™

and in particular if

-1
(10.9) D, =B, and D, = C, - B,A, C,.

. .. (i+3)
Indeed, 1f we eliminate x we get

-1 -1 (i)
(1-32A1 ) b o+ BAL Ax

B1x(l+1)

D x(i+1)

(1)
1 .

-1 -1
ch1 b+ (D1—D2—D201 02) x

(1)

The identity of the coefficients of x follows from the fact that if
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both equations are equivalent to Ax = b.

Let A= H + V + R. We have the schemes of table 10.1.

Table 10.1
A, B,=D, c, D,

Peaceman-Rachford [ 1]  H+3R+wl V+3R+wI H+3R+w1 2wl
Douglas-Rachford [2] V+3R+wl H+3R+wI wI
Varga [4, (7.71)1 V+3R+wl H+3R+wl (2-B)wI
E.L. Wachspress [5, (6-3)] B+R+w, T V4R+w T

R wv*wh
E.L. Wachspress [5, (6-4)] V+R+wVI H+R+th 3* 3 I

R W +wh
E.L. Wachspress [5, (6-9)] H+Rw, I V4R#w T %(H+R+th) >+ V2 I

If the partial differential equation is

90X

2

—= (a(x,y) 5y

2 (p(x,y) =2 ulx

) +

ulx,y)) +

r(X,Y) u(x,y) = s(x,y),

and we discretize using sample points in a rectangular mesh and basic func-

tions of the form G1(x) Gz(y), H corresponds to the discretization of the

first line, V to that of the second and R to that of the third.

10.3. Cyclic alternating direction method

If we observe that the mapping Tw depends on one parameter w (or on two

parameters w. and wv), we can deduce another mapping by choosing

h

(10.10) T=T T .
w \
r r-1
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and similarly for two parameters.

10.4. Optimal choice for the Peaceman-Rachford method in the simplest case

We shall discuss in some detail the optimal choice for the Peaceman-
Rachford method, at least under special conditions. To get into the problem
we shall first assume that r = 1.

The rate of convergence is related to the spectral norm p of the matrix

M associated to T, namely such that
(10.11) Tx = Mx + Nb,

and we therefore wish to minimize p(M).

To enable us to make any headway we have to assume that the matrices

(10.12) H =H+ 3 Rand V, =V + 3R
have the same eigenvectors, which can also be phrased that H1 and V1 commute,

because of

Theorem 10.2 (Frobenius). If H1 and V1 are Hermitian matrices, then there
exists an orthogonal basis of eigenvectors uy of H, and V1 if and only if

H1V1 = V1H1.

For the proof we refer for instance to [4, p. 220].

If u is an eigenvector and the corresponding eigenvalues are A for

V1, u for H1 and o for M, we have for the Peaceman-Rachford method

(3) _

(p+w)u (-A+w)u,

(10.13)
(

(~u+w)u ),

o=

(A+w)ou
and therefore

(10.14) o = KX AV
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This defines a function S:
S(A,u,w) = Vo

of three variables. Let us first assume that A = .

The optimization consists in solving the min-max problem
(10.15) min m;x IS(Ai,Ai,w)l.
W .

The function s, with-

A-w
s(}) = A+w

is monotonic, therefore its extrema occur for the largest or smallest
admissible value of A.

We shall now assume that H, and V1 are positive definite, and that
(10.16) (0<) min {Xi} = min {ui} = b(<) max {2} = max {u;} = a.

The min-max problem is then reduced to

a'W L1222

(10.17) min max(| ) Ewrer

w

LA the optimal w, follows from geometric considerations (see figure 10.1)

B
bé+w

Figure 10.1
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and satisfies

therefore v is the positive solution Vab of

w_-b a-w
o o

w_+b a+w
o o

and the extremumis (1 —\/E) / (1 +\/_§).
To generalize we have
a) to consider r > 1,
b) to relax the condition on the range of the eigenvalues for H1 and V1,
c¢) to consider the possibility of w_ # w .

10.5. The simple cyclic case for Peaceman-Rachford

Let us first examine a), we shall consider b) and c) in section 10.12.

The min-max problem is

r ui—wi
(10.18) min max T Iu.+w. . ‘A s |
Wa AssHe =1 1]

f
Again we assume (10.16). We shall replace (10.18) by the continuous analogue
r x-w w '
(10.19) min max it |—2| . | | .
w. xelb,al j=1 x+w y+wJ
yelb,al]

The error thus made is discussedin section 10.6 after bh. Moreover, if Vs is
outside (b,a) the corresponding factor is extremal when wj = g or b; we can

therefore restrict ourselves to wj e [b,al.

10.6. A classical min-max problem

Consider the following problem
r

m (x-w.)
(10.20) o = min max =1 " | ,0<b< a.
w.elb,al xe[b,al ' ¥
J il (x+wj )

—

j:
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We have, see for instance Achieser [6, chapter IIJ],

Theorem 10.3

There exists an unique solution of problem (10.20) with r + 1 extrema all

equal in modulus and alternating in sign.

Proof
r
I (x"'wj)
a) f(w1,...,wr) =  max JE?———~——
xelb,al m (x+w.)
j=1

b)

b1)

b

)

b

bh)

is continuous and bounded from above by (gég)r in [b,ai’. It therefore
achieves its minimal value for some (W1""’Wr) € [b,a]r.

r

Let P(x) = j£1 (x-wj), Q(x) = P(x) / P(-x). Let Popt

an optimal P (or Q), and let «(Q) = max |Q(x)|. We wish to show
xel[b,al

. (or Qopt.) be

that

if Q has r + 1 local extrema m, = Q(xi) with alternating sign, then

Ko > min lmi|,
if Q1 has r + 1 local extrema m, with alternating sign such that
lm;| = «', for all i, then x_ = «' and two of these extrema occur

necessarily at b and a,

if the number t of points x; for which Ky = |Q2(xi)| = K(Qe) is less
than r + 1, then we can find a polynomial such that for the corres-
ponding Q, k(Q) < K(Qz),

P is unique.

opt.

Because the optimal solution achieves its extremal value on the boun-

dary, if the number of eigenvalues Hy is large and evenly distributed, the

improvement that can be achieved when r > 1 for the discrete problem is

slight, because of the existence of some u; near a value “j for which the
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ational function Q has an interior extremum and the error Q(ui) - Q(vj) is
2
f the order of (ui-vj) .
We now give a proof of b1 to bh:

) let Ky < min |mi| and

10.21) V(x)

(Qx) = Q (x) . Plx) L Py (-x)

P(x) . P

opt.(_x) - P(-x) . Popt.(X)'

V(xi) has the same sign as Q(xi), therefore the values V(xi) alternate
in sign and therefore V has r roots Oj in [b,al. But V is an odd poly-
nomial and has a degree of at most 2r-1. V having 2r distinct roots * p'j

we must have V = 0, which is in contradiction with the hypothesis.

?) Q1 has at least r - 1 interior extrema v for which
V(x) = P(-x) . DP(x) + P(x) DP(-x) is zero (D is the derivative operator);
but V is an even polynomial which has at most 2r - 2 roots * ¥;» therefore

Q

than r + 1 local extrema; from b1) Ko > k', therefore Q1 is optimal.

1 cannot have more than r - 1 interior extrema and therefore not more

3)  Lemma 10.1
If P,Q and S are polynomials of degree p, qand s <p+q -1, and P
and Q are relatively prime, then there exist polynomials R and T,

having a degree of at most g = 1 and p - 1, such that

'10.22) PR + QT = S.

By the Euclidian algorithm applied to P and Q we can construct poly-
nomials V and W such that PV + QW = 1, therefore

PVS + QWS = S.

If we divide VS by Q, and if Q is the quotient and R is the remainder
we have
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Q(PQ,+Ws) + PR = S.
Because the degree of S - PR is at most p + g - 1,the degree of
T = PQ, + WS

is at most p - 1.

Let k' be the maximum of the absolute values of the local extrema
different from Koo Let us extract from the roots of P2 those Cj which
separate points x5 for which the extrema are of opposite sign; by

hypothesis and from 2) there are at most r - 1 of them.

-5

Figure 10.2

s
Let S(x) = I (x-gj), from the lemma follows the existence of poly-
21

nomials R and T of degree at most r - 1 such that

R(-x). P2(x) - T(x). P2(-x) = x . S(x). s(-x).
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If we replace x by -x and add we get
(R(-x) = T(-x)) P,(x) = (T(x) - R(x)) Py(-x),
therefore Pz(x) divides R(x) - T(x) which is of less degree and there-

fore R(x) = T(x).

Consider

and the corresponding Q:

Q(x) = P(x) / P(-x).

pxS(x)S(-x)
(P, (=x)-pR(=x))P,(-x) ~

alx) - Qy(x) =

If p is sufficiently small the denominator is positive, and it is
sufficient to choose the sign of p to be that of —Q2(x1) to have

Q(Xi) - Qz(xi) to be of the opposite sign of QZ(Xi)’ and p also small
enough so that the height of the point N does not increase by more than

(KZ—K')/2, say.

If there are two polynomials P and PO which are optimal, let x; be

pt.

the positions of the extrema of PO 3 we know that they are r + 1 in

pt.
number.

£ Qlx;) < lelx)] < le o (x)]s

opt.

therefore (Qopt.-Q)(xi) has the sign of Qopt.(xi) or is zero. Let ¥;

be those t points X for which it is zero, and let

S(x) =
1

: (X-yi) .

=

If V is defined as in (10.21), V is divisible by S(x) . S(-x) and the
quotient of degree 2(r-t) - 1 has in [b,al r + 1 - t values alternating

in sign and therefore at least 2(r-t) roots, therefore V = 0.



10.7. The case r = 2p

136

and heuristics

Unicity enables us to solve the problem entirely when r = 2P, Indeed,

if Q is the optimal solution of (10.20) then

r r
m(x-v.) m (22 _ 2
=1 9 j=1 X s ab,
(10.23) Q(xswj) = T = ¢+ T = Q(y, ;T—),
I (x+w.) ig (22 + %E J
=1 7 J=1 j
where
_ 8
y =

The last function has the same

must therefore be the same and

ab =
W.
J

(10.24)

In particular,if r = 1 we have

is odd,one of the roots is vab

If r is even, we can combine the corresponding

domain [b,a]

..r).

and has the same form; its roots

at once the result of section 10.4, and if r

factors as follows

aby g, &b _ ab
(X—wj)(x - 7 3(x + X) 2(Wj + in)
(10.25) =
(xtw ) (x + 22) J(x+ 22) 4+ J(w, + 22
J ¥ I
If we set
(10.26) y=3(x+22
and
(10.27) v, = I(w. + a—‘?),
J

we see that the problem is reduced to that of r/2 and the interval
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10.28) [Vab,

‘rom Vj we derive Vs using (10.27).

pr, and we can solve

f r is a multiple of 2P we reduce the problem to the case 2"
‘he problem entirely if r = 2P, Then the successive intervals are the successive

. *
\;» by of the arithmetic-geometric mean iteration [10, 17.6.1]

-+ i = /ab. = 1(g.-
2541 57 Diyq = Vagby, oy = 2(ag-by)

'10.29)

studied by Gauss; (10.26) is the rational form of the Gauss transformation

T, p. 1971, and the extremum is

1 - vk
10.30) k = -——=L _ yhere k! = b./a., k. = c./a..
2p 1+‘/1? 1 i 17 1 1 1

i

Phis suggests at once the connection with elliptic functions. Moreover, in
riew of the properties of the dn function of Jacobi [10, 16.8.31:

(10.31) an(u+K,k) . dn(u,k) = k' = b/a

and [10, 16.14.4]

2a1u
(10.32) a, dn(——g—,k1) = %(dn(u,k) + dn(u+K,k))

= 3(a.dn(u,k) + EET%?ET)

#here k = \/1-k'2 , Wwe see that

*
We have given, whenever possible, a precise reference to the Handbook
of Mathematical Functions [10]; the proof can be traced to the associated
references, where we recommend Whittaker and Watson [15].
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(10.33) Wi =a . dn(géil K,k) when r = 2P,

and we can conjecture that the same formula is true in general.

10.8. The solution for arbitrary r

Theorem 10.4. (W.B. Jordan)

dn—Viﬁ

r dn-d.
(10.38)  ——=2 (k) = T g==d (uk),
dn+/k_£) P = 3

where

= 2j-1 .
(10.35) dj dn( o K,k);

kp is the modulus and ké = V1—k§ the complementary modulus of the Jacobi

transformation of degree [9]
K /%
= T Jrr
Ky /K
p Y
where K, , Kﬁ are the complete elliptic integrals of the first kind associated
to k and k', and

(10.36) r

(10.37) M=K / K -
P

The Landen transformation corresponds to the special case r = 2.

Theorem 10.5. (W.B. Jordan)

The solution of

r Xx-w.
(___41
X+w.

I )
J=1 J

(10.38) min max
Vs xel[k',1]

, 0 <k'<1,

is given by

(10.39) w. =4

and the extrema occur at



- JK ;
(10.40) m; = dn ( - k), J

]
o
-
.
-
2]
-

and are equal in modulus to

1-vk'
(10.41) o = —2

S
p
The proof of theorem 10.5 follows from theorem 10.4 if we observe that the
function of the first member of (10.3L4) is periodic with a real period
2Kk / M= 2Kk / r and has the extremal values (10.41); if we set x = dn(w)
in ?10.38), we have a rational function of the right form. The proof of

theorem 10.4 depends partly on

Theorem 10.6
If two doubly periodic functions with the same periods have the same zeros
and the same poles (with the same multiplicity) their ratio 1is constant

[11, application of theorem 1, p. Tu4I.

The proof of theorem 10.L4 also depends on the following properties of the
function dn [10, 16.2]: dn has periods 2K and LiK'; exactly twice it has
each complex value in the rectangle of the periods [11, p. 761, its poles
are + iK' and [10, 16.8.3 and 16.5.2]

(10.%2) dn(u+2iK’,k) = - dn(u,k).
Finally

(10.43)  dn(+ %,k) = K.

The functions occurring in (10.34) have the same imaginary period if (10.37)

holds. The left hand function of (10.34) is of the real period 2K / M and
' P
therefore also of the period 2rk / M, and this is equal to 2K, if (10.36)
P
holds. The zeros of the left hand function of (10.34) occur at
1K /24K )
M P P

and its poles at
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==

(+ K /2 + 21K} + j.K );
P P P

therefore if dj is chosen according to (10.35) the right hand function of
(10.34) has the same zeros and poles and no other. The constant is determined

by evaluating the limit of both functions when u tends to iKI::.

The solution admits a geometric and mechanical interpretation.

10.9. Geometric interpretation

If we construct a circle C of diameter 1 + k', let L be on the vertical
diameter AB, such that AL = a = 1 and BL = b = k'. On the circle (on the
right of AB) we want to find points A =M

IM.. , = d. and IM.. = m..
23-1 J 2] J

M1, ey M2r = B such that

0’

Yo

Figure 10.3
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Start with an arbitrary point P,=M, determine M2r+1 on the circle such

that M1LM2r+1 is a straight line; draw the circle ¢ with centre on AB and

horizontal tangents passing through M1 and M2r+1; draw from.M1 the successive

tangents to c, meeting C at P3, P5, ..., the rth tangent giving the point
Pore1s 3 Foryq = Mppyq Them Fog g = Mo 45

continuous behaviour on the circumference AP1P3 ... B it is easy to see what

to do if P2r+1 is further on the circumference than M2r+

chosen closer to A etc. When we have succeeded, we continue the construction

because of the monotonic and
1» namely P, must be

and obtain by symmetry a closed polygon of 2r sides inscribed in C and cir-
cumscribed to c. By a theorem of Poncelet, the same will be true if we start
the construction from any point of C; in particular if we start from A = MO,
the successive tangents give the points M,, Mh’ e M2r = B. The circles

C, c and the point circle L have the same (horizontal) radical axis at a

distance b2 / (a=b) above B.

10.10. Mechanical interpretation

We consider a circular motion (diameter 1+ k') of a mass in the vertical

gravitational field, such that when the mass is at A it has velocity VA and
when it is at B it has velocity k' . VA’ where A and B are the same points

oK .
or I
the point Mj given in the geometrical interpretation. Moreover, if 2r masses,

as in figure 10.3. If half the period is pK, the mass at time is at
having the same circular motion, are at some time in M2j’ j = 0(1)2r-1, their
centre of gravity also carries out a circular motion and the ratio of the
velocity at the highest and lowest position of the centre of gravity is k;.
The proof will be sketched, some of the details may be found in [8].

The motion in a vertical gravitational field of a mass m constrained
on the circle

X2 + (z--R)2 = R2

is given by

n d2x = (mg Xy z-R
dt2 r R
m»éi& = - (mg2 .2
2 "R "R
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because the force is the projection of the weight mg on the tangent to the

circle, i.e. mg %, and because the unit vector along the tangent has horizon-
z-R X
R and - R’

If we multiply respectively by %%, g%, and if we add, integrate and mul-

tal and vertical components

tiply by 2/m we get

2 _
v =

&gy

ax
a - 28 (z4,-2),

where 2z, is a constant of integration, whose physical interpretation is the
height at which the mass has zero velocity. Z
Rewriting in polar coordinates we get

(2R)2 (%%)2 = 2g(zo—2R sin2¢).

X

A(t=0). Figure 10.4
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On the other hangd,if XL2 = XB.XA then
2 2 2.2 2
b = - & - & b _ _¢c_
zy - 2R = XB = ab® 20" XA b’ 2R asb oD °
Therefore
(BR)2 (o) (2)2 = a2 _ @ gin2s
2g at’ ’
and with an appropriate choice of units
(10.58)  (3)2 = &® - c® sin = a° cos®y + b2 sin,
or
¢ )
= =
(10.45) t = J 5 2@9—2 = = J ——3
\/a. cos“¢+b"sin ¢ O Vaz-czsin ¢

which defines a function (¢,at=u).
The inverse function (u,¢) is noted am (am for amplitude) [10, 16.1.4] and

(10.46) ¢ = am(u).
The Jacobi elliptic functions are [10, 16.1.5]
(10.47) sn = sin ¢ am, cn = cos o am, dn = en® + & gn .
with parameter
k = c/a,
and
(10.48) 2 = 1P + 12 = v° sin2¢ +a® cos®p = e an® u.

Half the pendular period is [10, 16.6.1]
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/2
1 d¢ 1
(10.49) = J =—K.
%0 1-k%sin°y 2 %
The property the centre of gravity of the 2r masses has, is an inter-
pretation of formulas analogous to those of Jacobi L9, p. 48, 23 (16)-(17)
and remark top of p. 43]:

k M n=1
-2 sn(Mu,k_) = sn(utu. k),
k P '=0 J
dJ
k M n=1
(10.50) 4 -2 en(Mu,k ) = en(utu, k),
k P 120 J
J—
_ bk . _
u. =—Jj, n=U4r, k and M as above.
J n p

Namely

kzM2 n-1
(10.51) B~ s(Mu,k ) = [} sS(utt.,k),
K2 L J

l:2M2 n=1
(10.52) 25— c(Mu,k ) +0 = | c(utt.,k),
2 P . J
k J=0
where S =sn . cn, C = cn2 - sne, P is some constant, tj = g% js, n=2r.
The proof depends on

Theorem 10.7
Two doubly periodic functions with the same poles and the same principal
parts at all poles differ by a constant [11, p. T6].

S and C have real periods 2K, and imaginary periods 4iK' and 2iK' respectively
and double polesat * iK' with principal part respectively

1 2
+ and - —— ,
ikzu2 k2u2

For (10.51) the constant is zero by symmetry, for (10.52) it has no simple
expression, but can be determined by setting for instance u = 0 in (10.52).
The proof required for the geometric interpretation and for the Poncelet

theorem is as follows: let M and N execute the same pendular movement. Let
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T be defined by

SM ST

(10.53) ST = sy

we have (see figure 10.5)

sM_sT _m™_ [sM_ [sM _ [ZoTPM _
ST SN TN V SN VSN 242y
X - ]
T
N
.N'
U
T
=
Ml
M
Figure 10.5

On the other hand, if M, is a neighbouring position of M, and N, the corres-

ponding position of N, and U the intersection of MN and M,N,, we have, because

of the similarity of the two triangles MUM, and NUN1
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w M
UN NN1 ‘
But
1lim MM1 = VM
™ - !
mou Wy Yy
therefore
1imn M . IM,
MM UN N

and the curve to which MN remains tangent touches MN at T, such that we
have (10.53). Such a curve is a circle which has with the given circle
the radieal axis XS in .common.

The geometrical interpretation provides a method for the determination
of the optimal parameters. First, we can as in Wachspress [5, p.199], when
r=2P, r', r' odd, determine from the optimal parameters for the case r'
those for r using (2P-1) . r» square roots (see (10.27)). For.any
value of r'' we can obtain the largest parameter W, =dn (;f:) using a
Landen transformation [10, 17.5.12]. The other parameters ws = dn(igi:llK)

2rt
can be obtained by rational operations. From the geometric construction it

follows that the coordinates of M are rational functions of those of

M2i-1 and M21_3; this led us to t§:+;elations linking the sn and en functions
and by analogy to (10.57) we have
k2(w§+w2-1) + (1-w2)(1-w§)
(10.5k4) G410 Vioq = 7 (1_w2)(1_w§) )
or
( vEPr?) ¢ (1)
10-55) CLU w§(1—w2) + (vWPk'?)
where
wh _ 2k,2w2 + k'2
(10.56) w = dn(gv = M L and o = w,.

r' —W1+2w?_k'2
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The proof depends on the addition formulas for the dn function of Jacobi
[10, 16.17.3] and on

Indeed,

(10.57)

wier = a(BEDup), v = antup),

Hlﬁ

dnzu.dn2u -khsnau.sneu .cn‘u.cnzu

1 1 1

dn(u+u1).dn(u—u1)

(1-k23n2u.sn2u1)2
1—k2(sn2u.+sn2u1)+k23n2u.sn2u1
dn(u+u1)-dn(u-u1) ) 1-kesn2u.sn2u1 ,
K2 (an®urdn®u,-1)+(1-anu) (1-an®u,)

dn(u+u,).dn(u-u,) =
T o kg-(1—dn2u)(1-dn2u1)

(see also [9, p. 88-51(T)1]).

10.11. Rate of convergence

The rate of convergence for the mapping T is

- ln(pi).

The average rate of convergence for the mapping Tw ig therefore

(10.58)

1

y = ln(oz/r)

We have (see (10.29) and (10.30)):

- - - - '

/ / b, . a57Pq i} Jao Jbo..1 Jko
- - ’
a, +b agtd +2Ja0b0 ,/_ao + ,/B“O 1+ﬁ<‘5 .

therefore, if ké is the value derived from ké after two iterations (10.29),

we have

(10.59)

-

pr=1—+#;=\/1§,
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and kq is related to the nome 9 by [10, 16.38.5 and 16.38.T]

i

q

i(i+1)
q
i 2

142q +2q +...+2q1%+, .,
9429, ag

2 6
1+q4q +. . .+ ..
( 9.+, qQ )

2q
(10.60) JE; =

Moreover, the relation between the nomes q, qp and qq is

(10.61)  q = q; 0y =

because [10, 16.2T7]

(10.62) q = e "K'/K

Therefore we have

> 5 1+q2+...
1n2 - = 1n

- 2 2
(10.63) Y =-lng -7 r 1+2qq+... ’

from which follows the rate of convergence for large values of r
_ 2
(10.64) Y, = - 1nq“,

where r should be determined such that the second term is a fraction (.1
say) of the first.
If k is small we can use [10, 17.3.21]

2 2 2 2
(10.65)  a =3z + 852 + 8ukn)3 4 992(Bn)t + L.,

therefore we have from (10.63)
1+q2+...

' 2 2
(10.66) v = - kink + (8 - £) 1n2 - 21n - 21n(1+8 &2 +8h(%)~2+...).

142q +...
Iq
If k' is small, we can use the relation for the complementary nome

(10.6T) q' = e—ﬂK/Kn

namely (10.65) with q and k replaced by q' and k'. We have from (10.63)
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TT2 > 5 1+q2+...
(10.68) vy = 5 ; -7 2 -3 lnﬁ%"ﬁf >
1 .
ln( )-T-ﬁk' e Q
because

2 2 2
1n(1 + 8( 16>+au< 22+ =8t o e L

Compare with [5, 6-5T].

10.12. Optimization in the general case.

In the general case we have to replace(10.18) by

r i v;1 i 13
(10.69) min max it e v
LN ,wv As oM J=1 hj j
J 3
where 0 < a = min {ui} (<) b = max {uiL
0 < ¢ = min {Ai} (<) 4 = max {Ai}.

The u; and Ai are related in that they are the eigenvalues of H, and V,

corresponding to the same eigenvector. Let us first make a linear fractional

transformation (of the form z = f(x) = ax+6) such that we have the corres-
pondence

x -d -c a b
(10.70)

z -1 -k' k' 1.

In implicit form the transformation is

1+k' z=k' _ x-a c+b

2k' ° z-1 x-b ° c+a

(10.71)

which ensures the last three correspondences, the first one is ensured by

an appropriate choice of k', namely such that

1+k' 1+k' _ atd Dbtc

—_— = T.

(10.72) 2k' 2 b+d * atc

The product of the roots for k' is 1, and the sum is
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2(2t-1) > 2,

because 1 > 1,as follows from

b(d-c) > a(d-c);

therefore the roots are real and positive, and one is less than 1 (the root we

shall choose in the following), the other is larger than 1. Let

' _ '
v - ( wh.), ! f(wv )s

J J J J

! - = ! .).
Al £(-3),  wlo=£(wg)

(10.69) can be written in the form

[ "t

MV, ATV,
J J

plew! 7 Al

1 h. 1 .
3 A

r
min max i .
AR TR
J J

This may be checked directly by using

z-w' _ x-w Yw1+6

z-w; X=W

1 yw+s  ?

but it also. follows from an important property of linear fractional trans-
formations, namely the preservation of the anharmonic ratio. As in section
10.6 we replace (10.69) by

x-w' y-w!

r V. h.
(10.73) min max W"l . Tw—"l
wﬂ.,w;. xelk',1] j=1 hj Y.

J J yelk',1]

We have to find w; » W' such that

h
J J
( Y ( P, (x) P, (x)
10.7 min max l——(——y . max l_—T—_T )s
wp ovy xelk',1] Pyl-x xelk',1] Pql=x
J
where P1 and P2 have the coefficient of x* in common, and P1 and P2 have all the

roots in [k',1]. The results of section 10.6 extend directly and in a straight-

forward fashion to the above case, if we rewrite (10.T4) in the form
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(10.75) min max la(x) |,
Q xel-1,-k']
xelk',1]

where, when x is positive, Q is a rational function which is a ratio of two
polynomials of degree r with the same coefficient of x¥, and where Q(x) = 1/Q(-x)
for negative x.

We leave this as an exercise. Uniqueness implies that the roots of P1 are

the same as those of P,, therefore w}'1 = w;r . Using (10.71) and (10.72) the

J J
problem is reduced to the simple cyclic case treated in section 10.8.

10.13. Other related min-max problems

Wachspress has indicated how the solution of the problem (10.20) can

be derived from the solution of the problem solved by Cauer:

r a?-z2
(10.76) min  max i —3—2—2 .
as 0<z<h<1 'j=1 1-ajz

Because this relationship is important in that it shows the way to the
solution of a class of min-max problems, we shall give in detail a derivation
of the solution of (10.76), using the known solution of (10.20).

The 1-2 transformation

2
x = f(z) = 1—22 or z2 = %iﬁ

1+z

transforms the interval [k',1] into the two intervals [0,h] and [-h,0],

= 1=k =
where h = =+ . If v f(aj), then
2 2
X=W. a.-2Z
il R N
X+W. 2 2
J 1-ajz

The solution of (10.76) is therefore

1-dn(u. k)

= = 2j-1
37 Tanlu oK) u; = =5 K

Rewriting the expression for aj in terms- of Jacobi functions with argument

uj/2 we obtain [10,16.18.5]
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u.
_ sn.cn , J
a.j =k an (2 s k)

and by means of the Landen transformation [10, 16.14.2] we further have

aj = 1+k' sn

k 1+k! _ 1+k'
( 5 uj,k.‘) = \/‘E; sn( ) uj9k1)s

where k1 follows from k according to (10.29) and (10.30). But as [10, 17.3.2,
17.5.2 and 17.5.3]:

14k
> K=K,

there holds

a; = Jk. sn(g*:'-:l K

1 or Kpokqy)-

10.14. Remark

After this exposition was completed, professor Richard Askey was kind
enough to bring to my attention a related exposition by Todd [12], [13],
which points to another related application by Solotareff [14, p. 280] and
gives [12] the relation between the mesh size and the rate of convergence.

This exposition is best understood in terms of the very first paper of
Jacobi on elliptic functions [9, p. 39] and the details given at the begin-
ning of his Fundamenta Nova [9, p. 49 £l. See also [9, p. k151,

The theorem 10.3 of Achieser characterizes the optimal rational function

Q by the properties

Qlvs) = ;(‘:"%V (-7 «_, DQ(v;) = 0, § = 1, ...\ r-1
(1) = (1T Qx') =« < 1.

Moreover
Q(-x) = 1/Q(x).
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Therefore, replacing %5 by K,

T(x)

[}

(=P(x)+xP(-x))(P(x)+xP(-x)) (-xP(x)+P(-x)) («P(x)+P(-x))

has the roots * 1, £ k' and the double roots * vj, or with

r-1
I (x2-v?)
j=1 J

R(x)

we have

(10.77)  T(x) = N(1-x2) (x2-k'2) R(x),

where N is a constant, because the degree of T is Lr and that of R is 2(r-1).
If P(x) = P(-x) and D denotes the derivative operator, we have
Jacobi's identity [16, p. Lol
(P-0P) DP - PD(P-oP) = PDP - PDP.
It follows that any double root of P - oP is also a root of
S = PDP - PDP.
Therefore R divides S, but S has degree 2r - 2; hence we have the identity
(10.78)  T(x) = M2(1-x7) (x*~k'?) s%(x).
The sign of the constant M® follows from T(x)< O when x > 1.

If we divide by (P(-x))h, take the square root and integrate, we obtain
[12, p. 591

K 1
(10.79) J ——m’—a—— =M J _— = Mu
Yo Vv (k“=-Q%)(1-x“Q") x5 \/(1—x2)(x2-k'§)

with Yo = P(xo)/P(-xo).
If we invert both integrals of (10.79) we obtain & Jacobi type formula
(9, p.511
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(10.80) ked(Mu,k?) = E(f?iﬁl?u}:l)!;)

b ]

which gives at once the roots
4,

2\/ns ,
(10.81) 4. = K@= oo

J M

and the relation between the periods, also given in section 10.8

(10.82)

The identity (10.77) can be generalized for other min-max problems and

furnishes an easy way to obtain an optimal solution when r is small.
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11. TI.N. VEKUA'S THEORIE DER ELLIPTISCHE DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN
MET ANALYTISCHE COEFFICIENTEN

11.1. Inleiding

De Russische wiskundige I.N. Vekua heeft een nieuwe methode ontwikkeld om
de oplossingen van elliptische p.d.v. met twee onafhankelijke variabelen en
analytische co&fficiénten te representeren, gebaseerd op de Riemannfunctie
en een Volterra-integraalvergelijking met complexe variabelen [1]. We be-
schouwen de lineaire elliptische p.d.v. van de tweede orde met twee onaf-

hankelijke variabelen voor de onbekende functie u(x,y) in zijn normaalvorm:
9 9
(E) E(u) = Au + a(x,y) -BL; + b(x,y) 3% + c(x,y) u= f(x,y).

Ms f(x,y) = O noemen we vergelijking (E) homogeen en noteren hem als (Eo).
We nemen asn dat de cod8fficiénten a, b, ¢ en het rechterlid f van (E) com-
plexwaardige analytische functies zijn van de twee re€le variabelen x, ¥
tegelijk in een enkelvoudig samenhangend gebied T van het z = x + iy-vlak,
d.w.z. dat ze ontwikkeld kunnen worden in een dubbelreeks

o

7o (x=x )" (y-y
_~ m .70 0
m,n=0

)n

die absoluut convergent is in een omgeving van het willekeurig punt

(xo,yo) € T. We noemen T het definitiegebied van de vergelijking (E).
Volgens de theorie der functies van meerdere complexe variabelen kunnen de
bekende functies a, b, ¢ en f dan op é&nduidige wijze analytisch voortgezet
worden in het gebied van de complexe variabelen x = x, + ix2, y=y, + iy2,
zodanig dat de voortgezette functies samenvallen met de oorspronkelijke
functies als Xy =¥, = 0. u
We krijgen dan functies a(x,y), b(x,y), c(x,y) en f(x,y) van twee complexe
variabelen, die analytisch zijn in een zeker gebied (D1,D;), met x € D,,

y € D!, van de ruimte van twee complexe varisbelen. Er geldt: T < (D1,D;).

Y
We voeren nu twee nieuwe onafhankelijke variabelen in

(11.1) z = x + 1y g =x -1y
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(merk op: T = z<> x en y redel).
Door deze transformatie gaat een functie f(x,y) over in een daarmee samen-
hangende functie

z+C

Fz,0) = £(x,y) = (5, 252)

(we hebben f als representant voor de functies a, b, c en f gekozen).

dz 3z

. . .. X 3y
Aangezien z en [ analytisch zijn en 5z oz # 0, zal F(z,z) met f£(x,y)

3 dy

analytisch zijn en wel in een zeker gebied (D,D'), z e D,z eD'; D, D'
enkelvoudig samenhangende gebieden in resp. het complexe z-vlak en het com-
plexe g-vlak.

Als ¢ = z dan is D' = 5, de gespiegelde van D t.o.v. Im z = O in het z-vlak.
Er geldt D » T.

Voorbeeld 11.1.

7Zij T een enkelvoudig samenhangend gebied en u(x,y) een re&le harmonische
functie in T. Er bestaat dan een functie f(z) van een complexe variabele
analytisch in T, zodanig dat
u(x,y) = Re f(z).
We definiéren
T(z) = ;EEK.
Het is duidelijk dat f£(z) analytisch is voor z € T. Beschouw nu de functie
u(z,) = 3 [£(z) + T(2)0.
Deze functie is analytisch voor (z,z) € (T,T) en er geldt, voor re&le x en y:

U(z,2) = 3 [£(z) + T(2)] = ulx,y).

Uit deze constructie volgt dat U(z,z) de analytische voortzetting is van
u(x,y) in het gebied (T,T).
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Uit (11.1) volgt

(z+2) y= %; (z-2).

=

(11.2) x =

Beschouw nu de differentiaaloperatoren

3 3 1,9 .9
— _— - (= 4 —).
ay) en 3T T2 G*i ay)

(11.3) = (%; -1

=

3
9z

Deze kunnen toegepast worden op iedere differentieerbare functie van twee
complexe variabelen x en y. We moeten echter bedenken dat, als x en y reéel
zijn, %g én %% in het algemeen niet beschouwd kunnen worden als de

parti&le afgeleiden van U met betrekking tot z en %. Dat kan alleen als U
een analytische functie is van z en Z.

Door middel van de operatoren (11.3) gaat de Laplaciaan van de analytische
functie u(x,y) over in:

2 2 2

9°u 9"u _ 3~ U
(11.4) Au st~ = L P
9x dy

Met behulp van (11.2), (11.3) en (11.4) gaat de vergelijking (E) over in

(F) F(U) = gia‘g + A(2,8) 32 + B(2,2) 52 + C(2,8) U = F(z,2)
met
[ Az.0) = [a(E2, 5 + in(BE, B0,
B(z,2) = [a(5%, 558 - (%, 250,
(11.5) 4 clze) =5 (%35, 5D,
F(z,0) = ¢ £(55, 5B,
Ulz,e) = u(EE, -Z-j;_—g‘),

\

waarbij A, B, C en F analytisch zijn in z, Z in een gebied (p,D").
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Definitie 11.1.

Een enkelvoudig samenhangend deelgebied D van het definitiegebied T, waar-
voor geldt dat A(z,z), B(z,z) en C(z,Z) analytische functies zijn van de
twee complexe variabelen z, ¢ in het gebied (D,D'), z € D, £ € D', noemen

we een fundamentaalgebied van de vergelijking (E).

Er bestaat altijd een fundamentaalgebied voor de vergelijking (E) met ana-

lytische co&fficiénten, nl. iedere voldoend kleine p-omgeving
- < - <
|x = x| <o, ly = 5,0 <o

van een willekeurig punt (xo,yo) uit het definitiegebied T. Als, in het
bijzonder, de co&fficiénten a, b, ¢ van (E) gehele functies zijn van x en y
dan zijn ook A, B, C gehele functies van z en £.In dit geval kan het gehele
complexe z-vlak als fundamentaalgebied genomen worden.

Als D een fundamentaalgebied is voor (E), dan is ieder enkelvoudig samen-
hangend deelgebied van D ook fundamentaalgebied voor (E).

Als F(z,z) = O noteren we de vergelijking (F) als (FO).

Naast (E) zullen we ook de vergelijking

* * _ Jdav dbv = o*
(E7) E (v) = Av - ® "oy +cv=r"~F (x,y)

beschouwen, waarin £* een analytische functie is.

We noemen (E*) de geadjungeerde vergelijking van (E). Het is duidelijk dat
de geadjungeerde vergelijking van (E*) weer E is en dat E en E een zelfde
definitiegebied T en een zelfde fundamentaalgebied D hebben.

Door middel van (11.2), (11.3) en (11.4) gaat (E )*over in

) P - LB oy,

hetgeen juist de geadjungeerde vergelijking van (F) is.

Als F*(z,;) = 0 noteren we (F') als (F;).

Als f*(x,y) = 0 noteren we (E”) als (E;).

Onder E(u) zullen we steeds verstaan de operator E toegepast op de functie
u met betrekking tot de variabelen x en y:
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ou Ju
E(u) = Mu + a(x,y) Ereld b(x,y) 3§-+ c(x,y) u.

F(U) is dezelfde operatie maar nu uitgedrukt in de variabelen z en C.
In het bovenstaande hebben we de twee reé€le variabelen x, y voorkomend in

de vergelijking (E) ingebed in de lW-dimensionale ruimte van de complexe
variabelen z, z. Door de substitutie (11.1) is de elliptische p.v.d. (E)
overgevoerd in de vergelijking (F). Deze heeft formeel de vorm van een
hyperbolische p.d.v. We zijn nu in staat de theorie der hyperbolische
p.d.v. toe te passen op de elliptische p.d.v. (E) met analytische co&ffi-
ciénten en twee onafhankelijke variabelen. Aldus zullen we komen tot een
explicitie integraalvoorstelling van alle reguliere oplossingen van (E).

We noemen u(x,y) een reguliere oplossing als hij continue partiéle afge-
leiden van de eerste en tweede orde bezit in T en voldoet aan (E).

Uit deze expliciete integraalvoorstelling zijn diverse eigenschappen van de
oplossingen van (E) af te leiden, zoals analyticiteit der oplossingen (stel-
ling van Picard) en existentie en eenduidigheid van randwaardeproblemen.
Vekua [1] heeft ook representaties gegeven voor oplossingen gedefinieerd in
meervoudig samenhangende gebieden en voor oplossingen van vergelijkingen
van hogere orde en systemen van elliptische vergelijkingen; hierop zullen

we echter niet ingaan.

11.2. De Riemannfunctie van de vergelijking,(EO)

Beschouw de homogene vergelijking

9 k)
(E.) E(u) = Au + a(x,y) 3% + b(x,y) 3% + c(x,y) u = 0.

0

We kunnen deze vergelijking ook als volgt schrijven

2
F(U) = 2 U, Az,z) %% + B(z,t) %% + C(z,z) U = 0.

(F 9z9C

o)
D zij een fundamentaalgebied van (EO) (en dus ook van (ES)).

De bijbehorende homogene geadjungeerde vergelijking is

*0y o 32V _ AV _ 3BV

9z9¢ 3z 5, T OV =0.
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De operator F en de geadjungeerde operator F* bezitten de volgende
essentiéle eigenschap:

*yy = 3 (v U a_ v
(11.6) VF(U) - UF (V) = oy (v Y3 + AUV) + 5T (-U 52 + BUV)
voor twee willekeurige analytische functies U(z,Z) en V(z,Z) in het gebied
(pD,D").
We zullen nu de functie G(z,Z,t,T) gaan beschouwen die voldoet aan de ge-

adjungeerde homogene vergelijking

(11.7) F: . [6(z,5,8,1)1 = 0

en de karakteristieke randvoorwaarden

36(z,L,t,1)
3G Zag t,1) A(z,z) G(z,0,t,T) voor z =t € D; £, T € D',

(11.8) 4 39&53%43;11 = B(z,z) G(z,z,t,T) voor L

TeD'; z,t €D,

G(t,T,t,t) = 1,

\

waarbij t en T vaste punten zijn in resp. D en D'.
Uit (11.8) volgt

4
G(z,;,t,r)[z=t exp J A(t,n) an,

T

(11.9)

Z

exp J B(g,t) dg.
t

G(Zsc’tﬂ:)lc:,r

De functie G(z,Z,t,T) noemen we de Riemann functie van de vergelijking (EO).

HiJ hangt uitsluitend af van de differentiaalvergelijking en niet van het
beschouwde gebied. Een en ander is volkomen analoog aan de invoering van de
Riemannfunctie voor een hyperbolische differentisalvergelijking met reéle
variabelen.

We zullen nu een bewijsschets geven van de existentie van de functie
G(z,z,t,T) evenals van de ondubbelzinnigheid en analyticiteit in het gebied
(p,p").
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Uit (11.7) volgt

z T .2 z 4
I a J 2%6(E,n,6,1) 4 J dgj 2A(E,0)G(EN,86,T) 4 4
t . 9£3n & . 13

z 4 Z C
. J 4k J aB(g’")ggg’“’t’T) an + J aE J c(8,n)G(E,n,t,T)dn = O.
t T t T

Integratie levert

(11.10) G(Z,C,t,T) - G(t’C,t,T) - G(Z,T,t,T) + G(t:T:t:T) +

14 z
- A(z,n) G(z,n,t,T) dn + J A(t,n) G(t,n,t,T) dn +
T

Z
- B(£,z) G(E,z,t,T) dE + J B(&,7) G(E,t,t,T) A& +
t

N o

4
+ ag I c(g,n) G(&,n,t,T) dn = 0.
‘t T

Uit (11.8) volgt

z z
I 3G(t,n,t,T) 4 = J A(t,n) G(t,n,t,T) dn,

T on T
zodat
g
G(t,C,t,T) - J A(t,n) G(t,n,t,T) dn = G(t,7,t,T)
T
en analoog
z
G(ZsTat,T) - J B(E-»a‘[) G(E,T,t,l’) dag€ = G(t,T,t,T).

t

Wanneer we deze beide laatste betrekkingen invullen in (11.10) en gebruik

maken van het feit dat G(t,t,t,t) = 1 krijgen we
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4
(11.11)  G(z,5,t,T) - J A(z,n) G(z,n,t,7) dn +
. T

z [4
dg J c(&,n) G(&,n,t,t) dn = 1.

A
- J B(E,2) G(E,0,t,7) dE + J
t t T

(11.11) is een integraalvergelijking van het Volterra type voor de functie
G(z,Z,t,7). Een dergelijke integraalvergelijking heeft altijd een ondubbel-
zinnig bepaalde oplossing G(z,z,t,T). G(z,5,t,T) is een analytische functie
van de vier variabelen z, £, t, T in het gebied z, t € D, ¢, T € D'. Voor
het bewijs van de existentie, eenduidigheid en analyticiteit zij verwezen
naar [1], pag. 11-16.

In bepaalde gevallen kan G(z,Z,t,T) expliciet geconstrueerd worden met be-
hulp van de methode van de successieve approximatie [1], pag. 20.

De voorwaarden (11.9) zijn equivalent met

/
36(t,8:,T) |\ (4 1) a(t,2,t,7)

37 =0voor t =2z
(11.12) 4 28(22Ta8.T) | 54 1) 6(z,1,6,7) = 0 voor T = £

at

G(z,T,2,5) = 1.

L

Wanneer we nu in (11.6) voor V(z,Z) de Riemannfunctie G(z,Z,t,T) invullen

*
en gebruik maken van het feit dat Fz c (G) = 0, gaat deze relatie over in

3

(11.13)  GF(U) = 3= [G(52 + AU + 'g—c [U(BG - 33)]

geldig voor elke functie U(z,z) analytisch in het gebied (D,D').
We zullen nu een andere uitdrukking afleiden voor de eerste term in het

rechterlid van (11.13):

2
3UG=_3_(GE+Uﬁ =L[g(_aH+AU)]+a—[U

28
929¢ 9z 14 14 3z 14 3z

Y AG)1].

Dit ingevuld in (11.13) levert
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) 3G
= 5;-[0(32 - AG)] + -—-[U( - Ba)] + GF(U).

9z9C

Verwissel in (11.14) de paren (z,z) en (t,T) en integreer beide zijden van

de nieuwe betrekking naar t in het interval (zo,z) en naar T in het inter-

val (CO,C) waarbij zg, &

.. .
o vaste punten zijn (z0 €D,t,€D ).

(2 (" azu(t,r)G(t,T,z,C)
) 9toT
%o

E 36(t,7,2,7)
at %{ tu(e,) (3€ BaaZall _ A(t,7) G(t,7,2,0))] at +
‘z ‘C

(2 14
dt % [U(tsT) (MES%’LLC—) - B(t,T) G(t,T,Z,C))] dt +

‘g 4c

at =

0
(Z

4
dt [ G(t,t,2,z) FLlU(t,t)] drt.
z

o) 0

Integratie levert

U(z,5) G(2,2,2,0) + Ulzg,z,) G(z5,54,258) +

- U(z,co) G(z,C.92,50) - U(zo,c) G(zo,c,z,c) =

0*?

z

[© twte, D) | g0 olz,0,00 +
4
0

BG(ZO,T,z,c)
{U(ZO,T) (———3—;—'—'

JZ [{u(t,z) (—5554545451 B(t,z) G(t,2,2,2))} +
Z

° 3G(t,Z»2,8)
{Ult,z) (——5g— - Blt,zg) 6(¢,05,2,0))1] at +

- Az

O’T) G(zo"r,z’;))}] dT +

+

+

Z 4
J dt J GF(U) dr.
29 %o

Meak nu gebruik van (11.8)
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4

20(8aTa2:8) _ p(t,7) G(t,T,2,0) = O als t = 2
5 2% tai 238) _ p(t,1) G(t,T,5,0) = 0 als T = &
G(z,0,2,5) = 1
\
en integreer partieé€l. Dit levert
(11.15) U(z,t) = U(zo,co) G(zO,CO,z,C) +
z au(t,z,)
+ Jz G(t,84,2,8) b—F7— + B(t,z,) U(t,z4)] at +
0
4 BU(zo,T)
+ J G(zO,T,z,C) [———3?——— + A(zo,r) U(zo,r)] ar +
4
0
z 4
+ J at J G(t,7,z,z) FLU(t,T)] ar.
%o %0

Deze identiteit geldt evenals (11.6) voor elke functie U(z,Z) analytisch
in (D,D'). We kunnen dientengevolge voor U(z,Z) in het bijzonder -
G(zO,CO,Z,C) kiezen. Ingevuld in (11.15) levert dit

G(zo,Co,z,C) = G(zo,co,zo,co) G(zo,co,z,c) +

aG(ZO’CO st,C )

ot

o) [ 9

Z
+ J G(t,z
%o

02 + B(t,co)G(zo,cO,t,co)]dt +

BG(Z()aCO ’ZO,T)
9T

4
o[ et T ;)lar +

)

+ A(zo,T)G(zo,co,zo

z C
+ J at J G(t,T,2,2) F[G(zo,co,t,T)] dr.
%0 %0

Met behulp van (11.12) volgt hieruit

z 4
dt J G(t,t,2,2) F[G(zo,co,t,r)] dt = 0.

(11.16) J
0 %o

2z
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Noem FLG(z t,1)] = a(t,T).

4
0°°0°
a(t,t) is een analytische functie van (t,T) in (D,D') waarvoor de volgende

Volterra integraalvergelijking van de eerste soort geldt

z [
J dt J G(t,t,2,0) a(t,t) dt = 0.
%0 %0
Differentidren naar z en { levert een integraalvergelijking van Volterra

van de tweede soort:

’ * 20(z,t,2,8)
a(a,) v | 2ELED) a(p,0) ap v [ AL o) or s

20 o

+ J: dt JC EEEL%;%éEAEL a(t,t) dt = 0.
Aangezien uit deze integraalvergelijking volgt dat de afgeleiden van elke
orde van a(z,;) gelijk nul zijn in het punt (zo,co), heeft hij slechts de
nuloplossing.
Er geldt dus

F, . [G(zo,c t,t)] = 0.

t, 0’

Dit leidt tot de volgende stelling:

Stelling 11.1.
G(z,z,t,T) voldoet als functie van zijn laatste twee argumenten t, T aan

de vergelijking (Fo) en aan de voorwaarden (11.12). Hieruit volgt, dat

G(z,z,t,7) als functie van zijn laatste twee argumenten de Riemannfunctie is
* .. . . . er .

van de vergelijking EO, die immers (Eo) als geadjungeerde vergelijking

heeft.

Stelling 11.2.
De functie Uo(z,;) gedefinieerd door

z 4
dt I G(t,1,2,z) F(t,t) dr,

(1) Uy(za0) = |
0 %0

Z
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waarbij F een willekeurige analytische functie is van zijn argumenten in
(D,D'), voldoet aan de vergelijking

(F) F(U) = + Az, c) + B(z, c) + C(z,8) U = F(z,z).

3C

Dientengevolge is U_ (z,l) een particuliere oplossing van vergelijking (F).

0

Bewijs
Uit (11.17) volgt dat Uo(z,C) een analytische functie is van (z,%) in
(D,D'), die voldoet aan

a) Up(zgstg) = 0
b) UO(ZO,C) = Uo(z,CO) =0

) an(zo,c) . an(z,cO) o
c 3T = 32 = 0.

Ingevuld in de voor elke analytische functie geldende relatie (11.15)
levert dit

z g
Uo(z,c) = J dt J G(t,7,2,8) F[Uo(t,t)] dr.

%o %0 :
Met behulp van (11.17) wordt dit

Z g
J dt J G(t,7,2,2) {F[Uo(t,T)J - F(t,T)} 4t = 0,

Z, %0

waaruit op analoge wijze als in het bewijs van stelling 11.1 volgt
FLUy(z,2) 1= F(z,2).

11.3. Analytische oplossingen van (EO)

Stelling 11.3.
Iedere in (D,D') analytische oplossing U(z,z) van vergelijking (FO) wordt

gerepresenteerd door de formule
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Z
(11.18)  U(z,z) = a, G(zo,co,z,c) + J o(t) G(t,z,,2,2) at +

%0

C *
+ J @ (1) G(zo,r,z,C) dr
%o
met willekeurige o

o(z) resp. Q*(C).

o en willekeurige in D resp. D' analytische functies

Bewijs
Laat U(z,Z) een analytische functie zijn van z, C in (D,D'), die voldoet
aan F(U) = 0. Dan levert (11.15)

U(z,z) = U(zo,co) G(zo,co,z,c) +

z BU(t’CO)

+ Jz G(t,co,z,c) [_'ét_+ B(t,co) U(t,co)] dat +
0
14 aU(ZO,T)

+ J; G(zO,T,z,C) [———3?——— + A(zO,T) U(zO,T)] dt,
0

zodat U(z,z) in de vorm (11.18) gebracht is met

g = U(zO,CO)
BU(Z,CO)

(11.19) 4 olz) = ———— + B(2,%5) U(z,5,)
* aU(ZOsC)

L o (g) = T + A(ZO,C) U(ZO’C).

Het is duidelijk dat #(z) en 6 (z) analytische functies zijn in D resp. D'.
Omgekeerd geldt voor willekeurige a, en willekeurige analytische functies
®(z) en @f(c) in D resp. D' dat de functie U(z,%) gegeven door betrekking
(11.18) analytisch is en voldoet aan (FO) in het gebied (D,D'). Immers de
operator F toegepast op (11.18) levert
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zZ
F(U) = oy F[G(zo,co,z,c)l + J o(t) F[G(t,co,z,c)] at +

)

C *
+ J % (1) F[G(ZO,T,Z,C)] at +

%o
9G(2,CO,Z,C)
+ o(z) [ 5% + A(z,2) G(z,co,z,c)] +
. 39G(z,2,2,8)
+ ¢ (2) [__3z_+ B(z,%) G(zo,c,z,c)].

Met behulp van (11.12) en stelling 11.1 volgt hieruit
F(u) = o.

Indien we in (11.18) substitueren z = x + iy, £ = x - iy, waarbij (x,y) € D
(hetgeen impliceert dat x en y refel zijn, zodat L = z, D' = D), krijgen we
een functie u(x,y), die analytisch is in D en voldoet aan de vergelijking

5 3
(E.) E(u) = fu + a(x,y) 5o + b(x,y) 3$ + c(x,y) u = O.

(0]

We komen zo tot de volgende stelling:

Stelling 11.h4.
D zij een fundamentaalgebied van (EO). Dan representeert de formule

zZ
(11.20)  u(x,y) = a G(zo,co,z,?) + J a(t) G(t,co,z,?) at +

)

z
k.3 — . - .
+ J o (1) G(zo,T,z,z) dt (z=x+iy, z=x-iy, (x,y)eD),

%0

* —
waarbi]j a, een willekeurige constante is, #(z) en ¢ (z) willekeurige

analytische functies zijn in resp. D, D, alle oplossingen van (Eo)

analytisch in D.
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Opmerking 11.1.

Aangezien Zys CO willekeurigevaste punten zijn in resp. D, D' mogen we
stellen CO = zo.
We zullen in §11.7 aantonen dat formule (11.20) ook alle in D reguliere
oplossingen van (EO) representeert.

We zullen nu de representatie (11.18) in een iets andere vorm brengen, die

voor het vervolg handiger is. We defini&ren hiertoe:

Z
=1
¢O(z) =5%* Jz o(t) at
(11.21) 0

C

* 1 *

8(2) = 5 o * j ¢ (1) ar,
%o

*
waarbij ®(z) en ® () willekeurige in D resp. D' analytische functies zijn.

*
Ook Qo(z) en ¢O(C) zijn dan analytisch in D resp. D'. Er geldt:

K 1
(11.22) @O(zo) = @O(co) =3 %

Uit (11.18) en (11.21) volgt

z d@o(t)
U(z,5) = e G(zo,co,z,c) + J G(t,;o’z,;) — at +
2 .
4 d¢o(r)
+ J G(ZO,T,Z,g) —'a'_t_d'f.

%o

Parti&le integratie levert

pA
9
(11.23)  U(z,z) = G(z,CO,z,C) ¢O(z) - Iz ¢O(t) % G(t,co,z,c) dt +
0
* c * 9
+ G(zo,C,z,C) QO(C) - @o(T) Yy G(zo,r,z,C) ar.
Evenals (11.18) representeert (11.23) alle in (D,D') analytische oplossingen
van (FO), indien we voor @O(z), QS(C) willekeurige in D resp.D' analytische

functies nemen.
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11.4, Fundamentaaloplossingen

Formule (11.23) stelt ons in staat een aantal belangrijke particuliere op-
lossingen van de vergelijking (EO) in handen te krijgen. In het bijzonder

kunnen we uit (11.23) zgn. fundamentaaloplossingen afleiden.

Definitie 11.2.

Zij D een fundamentaalgebied van (EO). Zij (xo,yo) € D. Iedere oplossing
van (EO) die zich in D \ (xo,yo) gedraagt als

(11.24)  g(x,y) log E(x—xo)2 + (y-yo)2] + gy(x,y),

met g, g, in D reguliere functies en met g(xo,yo) # 0, noemen we fundamen-

taaloplossing van (Eo).

Het punt (xo,yo) noemen we de pool van de fundamentaaloplossing. Een funda-
mentaaloplossing heet genormaliseerd indien g(xo,yo) = - %;.

Uit de definitie volgt dat, indien we (11.24) vermenigvuldigen met een
constante ongelijk nul en er een in D reguliere oplossing van (Eo) bij op-
tellen, we opnieuw een fundamentaaloplossing hebben. We kunnen dus extra
eisen aan de fundamentaaloplossing opleggen.

We zullen nu fundamentaaloplossingen voor (EO) afleiden.

Substitueer in (11.23)

(11.25) @0(2) = log (Z-zo) @S(c) = log (C-CO),

waarbij we in D een coupure aanbrengen vanuit z, en in D' een coupure van-

*
uit z,, opdat de functies ¢O(z) en QO(C) analytisch zijn. Dit levert

Z
9
0(5,0) = 6lz,50,2,0) Tog (a-2g) = || log (t-zg) 3t 6lt,z0,2,0)as +

o)

+

4
)
G(zo,c,z,;) log (c-co) - J; log (r—co) ree G(zO,T,z,c)dr,
0

een in (D,D'), met uitzondering van de coupures, analytische oplossing

van (Fo).



173

Voer een nieuwe integratievariabele 0 in volgens

ct
|

N
]

o U(Z—zo) T-%y= G(E—CO)

(o]
—~
N
-
oY
~
[l

= G(z,Co,z,C) log (z-zo) +

1
3
Jo [log 0 + log (z-zo)] 35 G(zo+(z—zo)0,C0,Z,C) do +

+ G( T,z,0) log (C—CO) +

Zo,

1
9
Jo [10g 0 + log (C—CO)] 35 G(zO,CO+(C-CO)G,z,C) do

G(zoacoszsc) log (Z—ZO) + G(ZO,EO,Z,C) log (C-CO) +
! 3
- Jo log 0 3= [G(zo+(z-zo)0,co,z,c) + G(zo,co+(;-co)o,z,c)]do.
We hebben aldus de volgende particuliere oplossing van (FO) verkregen:

(11.26) 91(z,C,zo,CO) = G(zo,co,z,c) log [(z-zo)(C-CO)] +

QO(Z,C,ZO,CO)
waarin

(11-27) QO(Z’;’ZO’CO) =

Q

1
9
Jo log 0 5= [G(ZO+(Z-ZO)°,CO,Z,C) + G(zo,co+(c-co)c,z,c)]do.
Q, is een meerwaardige functie. Echter, als we in (11.26) z, ¢, Zys Ly Ver-
vangen door z = x + 1y, & = X- - 1Y, Zy = X, + ¥gs CO = Xq = 1y0 waarbi]
(x,¥), (xo,yo) punten uit het gebied D zijn, dan krijgen we de volgende
eenwvaardige functie
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(11.28) w1(x,y,xo,yo) = g(x,¥,%,5¥,) log f(x-xo)2 + (y-yo)23 +

- 0o (x,y,%455,)

w-| (xsysxo 9yo) 91(X+iy,x-iy,xo+iy0,x0-iyo)

g (x,¥,%557q) = G(x iy ,x -1y ,x+iy,x-iy)
wo(x’y Sxo ’yo ) = QO(X+iy :x-iy ’x0+iyo ,xo_iyo ) .

).

w1(x,y,x0,yo) is een analytische oplossing van (EO) voor (x,y) € D\ (xo,yo
Aangezien g(xo,yo,xo,yo) = 1 en uit analyticiteit regulariteit volgt, is

w1(x,y,x ,yo) een fundamentaaloplossing van (EO) met een pool in (xo,yo).

(0]

Stelling 11.5,
Er bestaan fundamentaaloplossingen w(x,y,xo,yo) van (EO) met een pool in

het punt (xo,yo), die, met betrekking tot de variabelen x fundamentaal-

Vo
oplossing zijn voor de geadjungeerde vergelijking (E;) meg eZn pool in het
punt (x,y). w(x,y,xo,yo) is een.analytische functie, zowel van x, y als van
X5s Yo in het gebied D met uitzondering van het punt (xo,yo) resp. (x,y).
Dergelijke fundamentaaloplossingen noemen we standaardfundamentasaloplos-
singen.

Voor het bewijs zij verwezen naar [1], pag. 29. Met behulp van distributie-

theorie kunnen we afleiden

(11.29) B lw(x,y,8,n)] = c 8(P,P)) P(x,¥), Py(E,n),
* .
(11.30) By, Lo(x,y,€,n)] = ¢ 6(P,P)) P(g,n), Pylx,y),

waarin c een willekeurige constante is en § de deltafunctie van Dirac.
In het vervolg zullen we voor w de genormaliseerde standaardfundamentaal-
oplossing kiezen. De constante ¢ in de formules (11.29) en (11.30) redu-

ceert zich dan tot ¢ = - 1.
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Opmerking 11.2.

De fundamentaaloplossing (11.24) van (EO) is een generalisatie van de op-
lossing u = log r voor de Laplace vergelijking Au = 0. Bij het oplossen
van het Dirichlet probleem voor elliptische differentiaalvergelijkingen

gebruiken we speciale fundamentaaloplossingen, de zgn. Greense functies.

Deze hebben de eigenschap gelijk aan nul te zijn op de rand van het be-
schouwde gebied wat bereikt kan worden door een geschikte keuze van het

reguliere deel (vgl. spiegelingsmethode voor de Laplacevergelijking).

11.5. Analyticiteit van de oplossingen van (EO)

—

7Zij W een gebied waarvan de randkromme L stuksgewijs glad is en een posi-
tieve omlooprichting heeft. Zijn u(x,y), v(x,y) eenwaardige functies met
continue eerste en tweede orde parti&le afgeleiden in W en continue eerste
orde afgeleiden in W + L. Dan geldt, op grond van de divergentiestelling

van Gauss, de formule

(11.31) J J [vExy(u) - uE;y(v)] axdy =
W

JL [u %% -V %ﬁ - uv(a cos(n,x)+b cos(n,y))] ds,
waarin n de naar binnen gerichte normaal en s de booglengte van L is;

a, b, ¢ zijn de co&ffici&nten van de differentiaaloperator E. Deze zijn
analytisch in W + L. Kies nu in (11.31) voor u een reguliere oplossing
u(x,y) van (EO) in het gebied W (W © D) en voor v(x,y) de genormaliseerde
standaardfundamentaaloplossing w(&,n,x,y). Dan geldt op grond van (11.30):

(11.32) J J u(x,y) G(P,PO) dxdy =
W

J [u(x,y) QEL§SE4EAXl - w(&,n,x,y) Nul ds,
L

waarin Po(g,n) een willekeurig punt van W is, (x,y) het integratiepunt zo-
wel in het linkerlid (punt van het gebied W) als in het rechterlid (punt

van de rand L) en
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Nu = QE%ﬁall + [a cos(n,x)+ b cos(n,y)] u(x,y).

Uit (11.32) volgt, op grond van de eigenschappen van de 8 functie van Dirac
en het feit dat u(x,y) regulier is

u(&,n) J Cu(x,y) Mid’%’i’ﬁ - w(&,n,x,y) Nul ds,
L

of ook

(11.33)  u(x,y) J Cu(g,n) M—’iﬁiﬂl - o(x,y,&,n) Nul ds
L
waarbij (£,n) het integratiepunt is en

(11.34) Nu = QEL%;EL + [a cos(n,&)+ b cos(n,n)] ulg,n).

Stelling 11.6. (Picard)

Als a, b, ¢ analytische functies zijn in het gebied W, dan is iedere in W
reguliere oplossing van (EO) een analytische functie van de variabelen x
en y in W.

Het bewijs volgt onmiddellijk uit de voor de reguliere oplossing u(x,y)
geldige formule (11.33), aangezien aangetoond is dat w(x,y,E,n) een analy-

tische functie is van X en y.

11.6. Analytische voortzetting van de oplossingen van (EO)

7ZiJ D een fundamentaalgebied van (EO). Zij W een enkelvoudig samenhangend
gebied met stuksgewijs gladde randkromme L, zodanig dat W + L c D. Iedere
in D reguliere oplossing u(x,y) van (EO) kan dan in W gerepresenteerd
worden met behulp van formule (11.33). Aangezien volgens stelling 11.6
u(x,y) een analytische functie is van de beide reéle variabelen x en y in
W,is u(x,y) enalytisch voortzetbaar voor complexe waarden van de argumen-—
ten. Formule (11.33) stelt ons in staat een expliciete representatie af
te leiden voor een analytische voortzetting van de reguliere oplossing
u(x,y).

Vervang in het rechterlid van (11.33) x door % (z+z) en y door %T (z-z),
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waarbij z € W, ¢ € W. We krijgen dan de functie

(11.35)  U(z,z) = J [u(t,t) %;1- 2(z,z,t,t) - 2(z,Z,t,t) NUJ ds,

L

waarin

z-T t+t t-E)
2i*> 2 ° i

z+C

Q(ngata'{) = w( 2 3

ent =&+ in € L.
Op grond van het feit dat w de genormaliseerde standaardfundamentaaloplos-
sing is en op grond van de formules (11.26) en (11.28), geldt

(11.36)  2(z,2,t,8) = - ;—ﬂ a(+,%,2,2) log [(t-z)(T-2)] +
+ Qé(z,;,tﬁ).

Het reguliere deel Qé(z,c,t,?) is een analytische functie van zijn argumen-
ten in (D,D,D,D) evenals G(t,t,z,5). Ook log (t-z)(t-z) is een analytische
functie van z en ¢ in W resp. W, aangezien t en t randpunten zijn en de
coupures buiten W resp. W gekozen worden. Dientengevolge is Q(z,c,t,E) en
dus U(z,Z) een analytische functie van z, ¢ in (W,W).

We kunnen W echter zodanig kiezen dat zijn rand de rand van D willekeurig
dicht benaderd. Ook geldt, dat u(x,y) volledig onafhankelijk is van de
keuze van W, zolang W < D.

Dus U(z,z) is een analytische functie van z, I in (D,D), die samenvalt met
u(x,y) als z = x + iy, £ = x - iy, met (x,y) € D. Hieruit volgt, dat U(z,Z)
een analytische voortzetting is van u(x,y) in het gebied van complexe waar-

den van x en y. We kunnen nu de volgende stelling formuleren:

Stelling 11.7. (Vekua)

De analytische voortzetting van de oplossing u(x,y) van (EO), regulier in

het fundamentaalgebied D, is een analytische functie van de variabelen
z =x + iy, £ = x - iy in (D,D) en wordt gegeven door (11.35), waarin de
kromme L een willekeurige samenhangende stuksgewijs gladde gesloten kromme

in D mag zijn.
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Conclusie
Als u(x,y) een in D reguliere oplossing van (EO) is, dan wordt door de uit-

drukking

= y(&e z=%
(11-37) U(Z,E) - u( 2 E) 21)

een analytische functie van z, ¢ in (D,D) gegeven, die u(x,y) analytisch

voortzet in het gebied van complexe X en y.

11.7. Algemene representatie van de reguliere oplossingen van (EO)

D zij een fundamentaalgebied van (EO) en u(x,y) een in D reguliere oplos-
sing van (Eo). Opgrond van de stelling van Vekua kunnen we u(x,y) analytisch

voortzetten volgens

z+f z-C
U(z,2) = w55 553),
een analytische functie van z, ¢ in (D,D), die voldoet aan F(U) = 0.

Volgens stelling 11.3 geldt dan

Z

(11.18)  U(z,z) = ay 0(z:2,,2,2) + J o(t) G(t,z,,2,7) at +

)

C
+ J Q*(T) G(zo,r,z,;) dt,

%o
waarbij Zg» L vaste punten zijn in D resp. D en ags o(z), é*(;) voldoen
aan (11.19).
Door in (11.18) te substitueren z = x + iy, ¢ = x - iy, waarbij (x,y) ¢ D
krijgen we

z

(11.20) u(x,y) = o G(zo,co,z,E3 + J o(t) G(t,;o,z;;) at +

20

z —
+ J % (1) G(zo,r,z,z) dr.
%0

We hebben' hiermee bewezen dat elke in D reguliere oplossing u(x,y) van (Eo)
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in de vorm (11.20) geschreven kan worden, waarbij de constante a, en de

in D resp. D analytische functies ¢(z), 8" (z) op eenduidige wijze bepaald
zijn door u(x,y) via (11.19).

Omgekeerd is het rechterlid van (11.20) volgens stelling 11.4, voor elke

constante a, en willekeurige in D rep. D analytische functies ¢(z), 6*(;),
een analytische (en dus reguliere) oplossing van (EO).

We hebben hiermee bewezen:

Stelling 11.8
Zij D een fundamentaalgebied van (EO). Dan levert formule (11.20), waarin

a, een willekeurige constante is en ®(z), 6*(c) willekeurige analytische

functies zijn in D resp. D, alle in D reguliere oplossingen van (EO), ter-

wijl %o 3, 'Y eenduidig gedefinieerd zijn in termen van u(x,y) via (11.19).
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